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Tema 1

Teoria de grafos

1.1. Introduccion

En este tema se aborda el estudio de la teoria de grafos, asi como sus principales
aplicaciones a problemas de optimizacion. Para ello, en la primera parte del mismo,
se introducira la definicion de grafo simple y de digrafo; a continuacion se intro-
duciran estructuras de datos adecuadas para la representacion de éstos. También en
esta primera parte se introduciran los distintos tipos de recorridos en grafos, asi co-
mo el concepto de conexidn; a continuacion se introduciran los conceptos de grafos
euleriano y hamiltoniano. El ultimo tdpico que se abordara en esta primera parte lo
constituye el concepto de arbol, el cual se definird y caracterizara.

La segunda parte de este primer tema se dedicara al estudio de los grafos y
digrafos ponderados, aborddndose el estudio del problema del camino mas corto
entre dos puntos de un grafo ponderado, el problema del conector minimo, el pro-
blema de la trayectoria critica y el problema del flujo maximo en una red.

1.2. Grafos y digrafos

Antes de comenzar con las definiciones, se ha considerado importante advertir
que, en teoria de grafos, desgraciadamente no existe una notacion unificada, por
lo que a la hora de realizar un estudio comparativo de diversos textos es de suma
importancia establecer con claridad qué definiciones y conceptos utiliza cada uno
de ellos, pues de otro modo no seria posible realizar dicho estudio comparado.

1.2.1. Definiciones generales

Definicion 1.2.1
Se define grafo simple G como un par (V(G), E(G)) donde V (G) es un conjunto
finito no vacio, V(G) = {vy, va, ..., v, }, a cuyos elementos v; llamamos vértices (o

nodos) y £(G) es un conjunto cuyos elementos son subconjuntos de dos elementos
de V(@) alos cuales llamamos aristas; asi £(G) = {{u,v};u,v € V(G),u # v}.

A continuacion se introduce una serie de conceptos muy usuales en teoria de grafos:
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Dada una arista {u, v}, llamamos extremos de la arista a los vértices u, v.

Diremos que una arista e incide en un vértice v si tiene a éste por extremo:
estoese = {v,w} conw € V(QG).

Diremos que dos vértices u, v de un grafo G son adyacentes si {u, v} € E(G).
Diremos que dos aristas son adyacentes si tienen un vértice comun.

Diremos que una arista e € F/(G) conecta los vértices u, v € E(G) sie =

{u,v}.

Llamamos orden, grado, o valencia de un vértice v € V(&) al numero de
aristas distintas que contienen a v.

Llamamos vértice aislado a aquél que tiene grado cero.

Llamamos vértice terminal a aquél que tiene grado uno.

En teoria de grafos es frecuente utilizar la notacion V(G) = {vy,...,v,} para
indicar el conjunto de vértices de un grafo y E(G) = {{vi,, v, },...,{vi,,v;, }}
para indicar el conjunto de aristas. También es corriente representar los vértices co-
mo V(G) = {1,2,...,n}. Una caracteristica de los grafos es su representabilidad,
asi se tiene:

Ejemplo 1.2.1
Sea el grafo G cuyos sus vértices y aristas vienen dados respectivamente por:

V(G) = {1,2,3,4,5,6}
E(G) = {{1,2},{2,3},{3,4}, {1, 4}, {5,6}}

La figura anterior constituye la representacion grafica del grafo GG definido an-
teriormente. ¢

Cuando se representan grafos debe ser tenido en cuenta que dos aristas Unica-
mente pueden incidir en un vértice, por lo que representaciones como la siguiente
no implican que las aristas se corten.
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Ejemplo 1.2.2
Las aristas son {1,4} y {2, 3}.

Definicion 1.2.2

Diremos que dos grafes G, = (V(G4), E(G1)) y G2 = (V(G2), E(G2)) son iso-
morfos si 3¢ : V(G1) — V(G3) biyectiva de modo que {v,w} € E(G;) siy solo
si {0(v), p(w)} € E(Gy).

Segun esta definicion, podemos decir de un modo mas intuitivo que dos grafos
son isomorfos si es posible renombrar los vértices de uno de ellos de modo que
ambos grafos resulten coincidentes.

Ejemplo 1.2.3
Sean (G, G’ los grafos abajo representados a izquierda y derecha respectivamente

O ® ©
Ambos grafos son isomorfos, pues es posible establecer entre ellos la aplicacion

Y V(G) — V(G') dada por ¢(1) = a, ¥(2) = d, ¥(3) = ¢, ¥(4) = blacual es
biyectiva y cumple los requerimientos de la definicion 1r2“2T ¢

A continuacion se introduce el concepto de subgrafo como:

Definicion 1.2.3
Diremos que un grafo S = (V' (), £/(5)) es un subgrafo de un grafo G = (V(G), E(G))
siV(S) cV(G)y E(S) C E(G).

Ejemplo 1.2.4

Sea (G el grafo dado en el ejemplo i[;igy sea S el grafo cuyos conjunto de vérti-
ces y aristas vienen dados respecti te por V(S) = {2,3,4,5,6} y E(S) =
{{2,3},{5,6}}.

El grafo S es subgrafo de GG pues, por una parte, se verifica que

V(S) = {2’3’4’5?6} C {17273747576} = V(G)
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y por otra

E(G) = {{2,3},{5,6}} € {{1,2},{2,3},{3,4}, {1, 4}, {5,6}}
¢

A continuacion se procede a dar una primera definicion de grafo conexo, concepto
que se precisara mejor mas adelante.

Definicion 1.2.4

Sea G un grafo; sea V(G) = {1,2,...,n} su conjunto de vértices. Diremos que
G es conexo si para todo par de vértices 7, j € V() existe un conjunto de aristas
{e1,...,ex} € E(G) de modo que si ¢, = {w;,v;} se satisface v; = w4, | =
L. k=1 u =1iv, =7.

Ejemplo 1.2.5
Sea el grafo representado en la figura

Dicho grafo es conexo, pues para los posibles pares de vértices se verifica:

= 1, 2 los cuales pueden conectarse mediante {1, 2}.

1, 3 los cuales pueden conectarse mediante {1, 3}.

1, 4 los cuales pueden conectarse mediante {1,4}.

2, 3 los cuales pueden conectarse mediante {2, 1}, {1, 3}.

2, 4 los cuales pueden conectarse mediante {2, 1}, {1,4}.
= 3, 4 los cuales pueden conectarse mediante {3, 4}.

Por tanto el grafo es conexo.
Como ejemplo de grafo no conexo podemos citar el que aparece en el ejemplo
1.2.1, pues en ¢l no es posible conectar mediante aristas adyacentes los vértices

1Tyb5. ¢
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1.2.2. Matriz de adyacencia y matriz de incidencia

A continuaciodn se procede a introducir estructuras que permitan la representa-
cion algebraica de grafos, de modo que éstos, a través de las mismas, puedan ser
introducidos de modo eficiente en distintos algoritmos. Esto es necesario para poder
proceder al manejo computacional.

Definicion 1.2.5
Sea G un grafo simple, cuyo conjunto de vértices posee n elementos. Llamamos
matriz de adyacencia de G a la matriz n x n, Ad(G), definida como

a1 Q12 ... Qin
1 i{i,j} € E(G
Ad(G) = "2t 2 e dondeay; = {o’ ;i ?”ji ; EEG;
“ .. .« .. « e o .. Sl ’L’j
Qp1 Ap2 ... QApnp

Notese que la matriz Ad(G) de un grafo simple es simétrica.

Ejemplo 1.2.6
En el caso del grafo del ejemplo ]1.2.1 Te tiene que la matriz de adyacencia viene
dada por

01 0100
101000
01 0100
Ad(G)_lOIOOO
00 0O0O01
00001 0
¢
Definicion 1.2.6
Sea un grafo simple G = (V(G), E(G)) y sean n, m los cardinales de V(G) =
{1,2,...,n} yde E(G) = {ei,..., ey}, respectivamente. Llamamos matriz de
incidencia del grafo GG, a la matriz n x m, In(G), definida como
b171 b1’2 bl,m
1 JkeV(G): e ={ik
In(G) = boqi baa ... bay donde, b, = e V(G) : ¢ {.27 }
0 PkeV(G): e = {ik}

Np1 bn72 bn,m

Ejemplo 1.2.7
Para el grafo anteriormente representado, ordenando las aristas como

E(G) = {{1,2},{1,4},{2,3},{3,4},{5,6}}

la matriz de incidencia resulta:

In(G) =

OO OO ==
OO = OO =
O OO = = O
OO~ R, OO
_——_—0 O O O
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1.2.3. Operaciones con grafos

A continuacion se definen algunas de las operaciones mas comunes que se pue-
den encontrar en teoria de grafos, esto es, la union y suma de grafos, las operaciones
de supresion de vértices y aristas, la contraccién segun una arista, y la construccion
del grafo dual. Asi se tiene:

Definicion 1.2.7
Sean G, G5 dos grafos, llamamos union de los grafos GG, y G, al grafo G; U Gs
definido por V(Gl U Gg) = V(Gl) U V(GQ), E(Gl U Gz) = E(Gl) U E(Gz)

Ejemplo 1.2.8

Sean los grafos Gy G’ dados respectivamente por V(G) = {1,2,3,4}, E(G) =
{{1,2},{2,3},{3,4},{1,4}} y V(G") = {5,6}, E(G') = {{5,6}}. La union
de los grafos es el grafo G U G’ definido por V(G U G') = V(Gy) UV (Gy) =
{1,2,3,4,5,6}, E(GUG") = E(G)UE(G2) = {{1,2},{2,3},{3,4},{1,4},{5,6}}
¢

Si Ad(G) y Ad(G") son las matrices de adyacencia de los grafos G, G’, la matriz
de adyacencia de la union la podemos representar en el caso V(G1) NV (Gy) = ()
como:

N |Ad(G) 0
Ad(GUG") = { 0 Ad(G)

Asi, en el ejemplo anterior resulta:
0 1 01 0 0]
0101 1 01000
1010 ~n |01 n_ (001 01 00
A =10 1 0 1 ’Ad(G)_L 0}’Ad(GUG)_ 101000
1 010 0000O0T1
0000 1 0

Definicion 1.2.8

Sean GGy, G5 dos grafos, llamamos suma de los grafos G, y G al grafo G| + G,
definido como V(Gl + GQ) = V(Gl)) U V(Gg), E(Gl + GQ) = E(Gl) U E(Gg) U
{{u,v}u € V(Gy),v € V(G2)}.

Ejemplo 1.2.9
Consideremos los grafos del ejemplo anterior; el grafo suma G + G’ donde

V(G+G)=1{1,2,3,4,5,6}

B(G+G') = {{1,2}.{2,3},{3,4},{1,4}, {5,6}, {1, 5}, {1.6},
12,51,{2,6},{3,5},{3,6},{4,5}, {4,6}}

y cuya representacion grafica viene dada por:
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¢

La matriz de adyacencia de la suma de grafos cuando V(G;) N V(G3) = (0 viene
dada por
Ad(Gl + Gg) — {Ad(Gl) 1n1 }

l,,  Ad(Gs)

donde 1; representa la matriz £ x k cuyos elementos son todos 1; ny el cardinal de
V(G1) y ne el de V(Gs). Asi, para el ejemplo anterior se tiene

010111

010 1 101011
1010 0 1 010111

A =19 1 ¢ 1| Ad(GI):L 0}’ AAGHE) =11 g 10 11
1010 111101
1111 1 0

Definicion 1.2.9

Sea G un grafo simple, y sea v € V(). Llamamos supresién en G del vértice v al
grafo G — v definido como V(G —v) = V(G) — {v}, E(G —v) ={e € E(G)|e #
{v,w}}.

Ejemplo 1.2.10

Sea el grafo GG definido por V(G) = {1,2,3,4,5}

E(G) = {{1,2},{1,4},{1,5},{2,3},{2,5}, {3,4}, {3, 5}, {4, 5}}

y sea el vértice 5 € V(G), el grafo G — 5 tiene como conjunto de vértices V(G —

5) ={1,2,3,4} y como conjunto de aristas £(G —5) = {{1,2},{1,4},{2,3},{{3,4}}.
En la siguiente representacion la figura que aparece a la izquierda representa GG,

siendo la que aparece a la derecha una representacion de G — 5.
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¢

La matriz de adyacencia correspondiente a la supresion en G de un vértice ¢ es la
matriz menor complementaria de Ad(G) correspondiente al elemento (7,7); asi, en
nuestro caso se tiene:

01011 0101
10101 D010

Ad(G)=10 1 0 1 1|, AdG-v)= |, | ¢ ,
10101 L0010
11110

Definicion 1.2.10
Sea GG un grafo simple, y sea e € F(G). Llamamos supresion en G de la arista e
al grafo G — e definido como V(G — ¢) = V(G), E(G — e) = E(G) — {e}.

Ejemplo 1.2.11

Sea el grafo G definido en el ejemplo anterior, y sea la arista e = {2,3} € E(G), el

grafo G — e tiene como conjunto de vértices V(G —e) = {1,2,3,4,5} y como con-

junto de aristas E(G — e) = {{1,2},{1,4},{1,5},{2,5},{3,4},{3,5},{4,5} }.
En la siguiente representacion la figura que aparece a la izquierda representa G,

siendo la que aparece a la derecha una representacion de G — e.

@ ©) (1) 2
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La matriz de adyacencia correspondiente a la supresion en G de la arista e = {i, j}
es la matriz que resulta de anular en Ad(G) los elementos (i,7) y (j,7); asi, en
nuestro caso se tiene

01011 01011
10101 10001
AdG)=10 1 0 1 1|, AdG-e)=|0 0 0 1 1
10101 10101
11110 11110

Definicion 1.2.11

Sea G un grafo simple, y sea e = {i,j} ¢ F(G), 1,7 € V(G). Llamamos adicién
en (G de la arista e al grafo G + e definido como suma G + ¢ = G + G’ donde G’
es el grafo V(G') = {i,j}, E(G') = {{i,j}}.

Ejemplo 1.2.12

Sea el grafo GG cuyo conjunto de vértices es V (G) = {1,2,3,4,5} y cuyo conjunto
de aristas es F(G) = {{1,2},{1,4},{1,5},{2,5},{3,5},{4,5}}, y sea la arista
e ={3,4} € E(G), el grafo G + e tiene como conjunto de vértices:

V(G +e)=11,2,3,4,5}
y como conjunto de aristas:

E(G+e) ={{1,2},{1,4},{1,5},{2,5},{3,4},{3,5},{4,5}}

En la siguiente representacion la figura que aparece a la izquierda representa G,
siendo la que aparece a la derecha una representacion de G + e.

@ € @ ©)

i ; @ ©

¢

La matriz de adyacencia correspondiente a la adicion en G de la arista e = {i, j}
es la matriz que resulta de hacer a; ; = a;; = 1 en Ad(G). Asi, en nuestro caso se
tiene

01011 01011
10101 1 0101
AdG) |01 0 1 1|, AdG+e)=|0 1 0 1 1
10101 10101
11110 1 1110
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Definicion 1.2.12

Sea G un grafo simple y sea e = {7, j} € E(G). Llamamos contracciéon del grafo
G segun la arista ¢ al grafo G /e definido como V(G/e) = V(G)—{v}, E(G/e) =
{{k,1} € E(G)[k € {i,j}} U{{k,j} € E(G){k,i} € E(G) —{e}}.

La operacion contraccion del grafo G segiin una arista consiste en identificar los
vértices 7, j extremos de la arista e = {i,j}, resultando un tUnico vértice. Esta
operacion implica, por una parte, la eliminacion de la arista e = {7, j}, y por otra,
dado que E(G) es un conjunto, la eliminacion de elementos repetidos.

Ejemplo 1.2.13
Sea el grafo GG definido en el ejemplo anterior, y sea la arista e = {3,4} € E(G). El
grafo (G /e tiene como conjunto de vértices V (G/e) = {1,2,3,5} y como conjunto
de aristas E(G/e) = {{1,2},{1,3},{1,5},{2,5},{3,5} }.

En la siguiente representacion la figura que aparece a la izquierda representa G5,
siendo la que aparece a la derecha una representacion de G/e.

@ ® | z

¢

La matriz de adyacencia del grafo G/e, donde e = {i,j}, i < j, es la matriz
menor complementaria (7, j) de la matriz que resulta de cambiar en Ad(G) la fila
(y columna) ¢ por la suma légica V de las filas (columnas) ¢ y j, la cual se efectia
segin: 0V0=0,0v1l=1,1v0=1,1Vv1=1

La siguiente figura muestra en su parte izquierda la matriz de adyacencia de G
y a su derecha la de G'/e.

01 011

1 01 01 (1)311
AdG)=10 1 0 1 1|, AdG/e)=|] | o 1

1 01 01 1110

1 1110

Definicion 1.2.13
Sea GG un grafo simple. Llamamos grafo lineal de G al grafo L(G) definido como
V(L(G)) = E(G), E(L(G)) = {{e1,e2} C E(G)|e1 # ea, €1, es incidentes}.

Ejemplo 1.2.14
Consideremos G el grafo de los ejemplos anteriores. El grafo lineal L(G) viene da-

do pOTV(L(G)) = {617627637 €4, 65766767768}5 E(L(G)) - {{617 62}, {ela 64}, {61765}

@ José Antonio Lopez Orti - ISBN: 978-84-693-4783-6 10 Métodos matematicos - UJI



) {617 68}7 {627 63}» {647 65}7 {627 66}7 {637 64}7 {637 66}7 {637 67}7 {647 67}» {647 68}7 {657 66}7

{esser), {es, es}, {es, e}, {es, es}, {er, es}}.
En la siguiente representacion la figura que aparece a la izquierda representa G,
siendo la que aparece a la derecha una representacion de L(G).

Q2 €

@ ©,

Para finalizar este apartado, indicar que las operaciones supresion de vértice,
supresion de arista, contraccion de arista, adicion de arista en un grafo G pueden ser
facilmente extensibles a un conjunto de vértices o aristas. Asi, sea {i1,...,ix} €
V(G) un conjunto de vértices y {ey,eq,...,ex} € E(G) un conjunto de aristas,
{{i, 1ty iy JetHir, 5} € E(G), r =1,..., k}, entonces tenemos:

Definicion 1.2.14
Con la notacion anterior se tiene:

w G—{iy,...,ixg} = (G —{i1,...,ik_1}) —ig, siendo G — {i} = G —i.

» G—{ey,...,ex} = (G —{er,...,ex_1}) —epsiendo G — {e} =G —e.

» G/{er,... e} = (G/{e1,... ,ex_1})/ex siendo G/{e} = G/e.

= G+ {{i,anhs A did ) = (G {{ianks s {1, Je1 3 ) + ks G
siendo G + {e} = G +e.

1.2.4. Grafos con nombre propio

A continuacién se enumeran una serie de grafos de uso comun, los cuales tienen
nombre propio; asi tenemos:

» Grafo nulo. Llamamos grafo nulo de & vértices al grafo N, cuyo conjunto

de vértices viene dado por V(Ny) = {1,2,...,k} y cuyo conjunto de aristas
es vacio, E(Ny) = (). Este grafo carece de aristas, y todos sus vértices son
aislados.

Ejemplo 1.2.15
A modo de ejemplo representaremos a continuacion el grafo nulo de cuatro
vértices Ny.

@ José Antonio Lopez Orti - ISBN: 978-84-693-4783-6 1

Métodos matematicos - UJI



o O OO
o O OO

o O O O
o O O O

¢

» Grafo completo. Un grafo G = (V(G), E(G)) es completo si (v, w) € E(G)
Vv, w € V(G). El grafo completo de n vértices se suele denotar por K, y
tiene @ aristas.

Ejemplo 1.2.16
A continuacion se representa el grafo K5, y su matriz de adyacencia viene
dada por:

01 111
1 01 1 1
Ad(K5) =1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1110
020
¢

= Grafo regular. Diremos que un grafo G es regular si todos sus vértices tienen
el mismo grado.

Ejemplo 1.2.17
El grafo que se muestra a continuacion es regular, pues todos sus vértices
tienen grado cuatro.

b

QL

—~

Q

Il
e = N
—_ O =) = O
O == O
—_= 0 = = O
O == O

[E s S S G S G o R Y

¢

= Grafo circuito. Grafo conexo donde todos sus vértices tienen grado dos. Se
representa por C),.

Ejemplo 1.2.18
A continuacion se muestra una representacion del grafo circuito de cinco
vértices, asi como su matriz de adyacencia.
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01001
10100
Ad(Cs)=10 1 0 1 0
00101
10010

¢

= Grafo rueda de n radios. Es el grafo suma de N; y C),; se representa por
R,.

Ejemplo 1.2.19
La figura siguiente muestra el grafo rueda de cinco radios junto a la corres-
pondiente matriz de adyacencia.

0111111
1010001
1101000

Ad(Rg)=1{1 010 1 0 0
10010710
1000101

11000 10

¢

» Grafo bipartido. Diremos que un grafo G es un grafo bipartido si existen dos
subconjuntos disjuntos no vacios V; C V(G), Vo C V(G) de cardinales n;,
ny respectivamente, de modo que V(G) = ViUV, y E(G) C E(Ny, +Np,).
Si ademas se verifica E(G) = E(N,, + N,,), diremos que el grafo bipartido
es completo, en cuyo caso se denotard como K, ,,,.

Notese que el concepto de grafo bipartido equivale a decir que es posible
establecer una particioén del conjunto de vértices en dos subconjuntos de modo
que todas las aristas del grafo tienen un extremo en el primer subconjunto y
otro extremo en el segundo subconjunto.

Otra definicion equivalente de grafo bipartido es la siguiente: subgrafo de
ny + ng vértices de N,,, + N,,,.

Ejemplo 1.2.20

A continuacion se muestran dos grafos bipartidos, el primero de ellos incom-
pleto y el segundo completo. A la derecha de ambos grafos aparece su matriz
de adyacencia.

_ o O O o o
_ =0 OO
_ o = O O O

OO O~ = O
[N eNoNeol =]
OO DO ==
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= == 0O OO
= =0 OO O
= =0 OO

O OO =
O OO ==
O OO = =

La matriz de adyacencia de un grafo bipartido toma la forma

0, A
At Oy,
donde 0, representa la matriz nula & x k, y donde A es una matriz n; x nao,

siendo A’ su traspuesta. En el caso de ser grafo bipartido completo todos los
elementos de la submatriz A seran la unidad.

= Estrella de n puntas. Es el grafo suma N; + NN, el cual se denota como F,,.

Ejemplo 1.2.21
A continuacidn se muestra como ejemplo una representacion del grafo estrella
de seis puntas, asi como su matriz de adyacencia.

5 @ ' '
O—)—3)  Ad(E) =
O @ _ _

—_ == === O
DO DO OO OO
SO DO OO OO -
S OO OO OO
SO OO OO -
SO OO OO
SO OO OO

L 4

1.2.5. Grafos generales

En la definicion de grafo, se definio F(G) utilizando el término conjunto, lo
cual impide la posibilidad de tener elementos repetidos. Esto supone la siguiente
restriccion: en un grafo simple s6lo puede haber una arista que una dos vértices.
También se definid arista como subconjunto de dos elementos de V' (G), lo cual
impide aristas del tipo {a, a}.

El concepto de grafo puede ser extendido de modo que quepan tanto aristas
multiples como aristas de tipo {a, a}.

Definicion 1.2.15

Un grafo general G es un par (V(G), E(G)) donde V(G) es un conjunto finito no
vacio cuyos elementos llamamos vértices y £((G) una familia cuyos elementos son
familias de dos elementos de V' (G) a las cuales llamamos aristas.

Ejemplo 1.2.22
A continuacion se muestra un ejemplo de grafo general.
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El grafo GG de la figura tiene como conjunto de vértices
V(G) ={1,2,3,4}
y como familia de aristas

E(G) = {1, 1},{1,2},{1,2}, {1, 2}, {1,4},{1,4},{2,3}, {3, 3}, {3, 3}}

La matriz de adyacencia del grafo viene dada por:

2 30 2
3010
AdG) =10 1 4
2000

¢

El concepto de familia de elementos permite la existencia de elementos repe-
tidos, considerandose dos familias iguales si inicamente varia el orden en el que
estan colocados sus miembros. En caso de arista multiple las podemos distinguir
denotandolas como {7, j }1,{7, 7 }2,- - -, {7, 7 }#-

En un grafo general llamaremos lazo a las aristas cuyos extremos coinciden.
Para calcular el orden de un vértice cada lazo cuenta como dos.

En un grafo general puede definirse, de modo analogamente al caso de grafo
simple, la matriz de adyacencia Ad(G), siendo en este caso a; ; el numero de aristas
que tienen por extremos los vértices ¢, 7. En este caso debe considerarse cada lazo
como dos.

En este curso, cuando nos refiramos a grafo lo haremos a grafo simple, debiendo
explicitarse cuando se haga referencia a grafo general.

1.2.6. Digrafos

Hasta el momento hemos considerado que en un grafo G, las aristas son un
subconjunto (o una clase) de dos elementos de V' (G), lo cual hace equivalente {4, j }
a{j,1}. Sise quiere considerar el sentido en el que pueden ser recorridas las aristas,
el modelo hasta ahora considerado no es suficiente, por lo que resulta necesaria la
definicion de un nuevo concepto, el de grafo dirigido o digrafo, en el cual se tiene
en cuenta esta consideracion. Asi se tiene:
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Definicion 1.2.16

Se dice que D es un digrafo simple si D es un par D = (V(D), A(D)) donde
V(D) = {1,2,...,n} es un conjunto finito no vacio cuyos elementos se llaman
vértices (o nodos) y A(D) es un subconjunto de V(D) x V(D) — Ay (pyxv(p)
donde V(D) x V(D) representa el producto cartesiano de V(D) por si mismo y
Av(pyxv(py = {(i,9)]i € V(D)}, la diagonal de dicho producto cartesiano. A los
elementos de A(D) se les llama arcos (también aristas dirigidas o diaristas).

En la representacion de un digrafo se utilizan flechas para indicar el sentido de los
arcos. También es comun la aparicion de segmentos no dirigidos en las represen-
taciones, lo que debe interpretarse en el siguiente sentido: si en un digrafo aparece
una arista {7, j} debe entenderse que dicho digrafo posee como arcos tanto a (3, j)
como a (j,1).

En un digrafo, un vértice i es adyacente a un vértice j si (i, j) € A(D). En este
caso, la adyacencia no tiene la propiedad de simetria. Este hecho se refleja en la
matriz de adyacencia Ad(D), la cual es una matriz n x n donde n es el numero de
vértices que contiene V(D) y cuyos elementos vienen dados por:

a1 ... Qin
AdD)=1|... ... ..., am:{

pi1 -+ Ann

1 (i,)) € A(D)
0 (z,7) ¢ A(D)

La matriz de adyacencia de un digrafo no es necesariamente simétrica.

Ejemplo 1.2.23
A continuacion se muestra la representacion grafica de un digrafo simple y su matriz
de adyacencia.

O~ = O
S OO
O O ==
O = O O

3 ®
'

A cada digrafo D se le puede asociar un grafo GG llamado grafo subyacente, el cual
resulta de transformar los arcos en aristas, eliminando en su caso aristas multiples,
y que se define formalmente como:

Definicion 1.2.17
Sea D un digrafo. Llamamos grafo subyacente a D a un grafo G definido como

V(G)=V (D), E(G)= U ){{i,j}}-

(3,7)€A(D
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Ejemplo 1.2.24
Sea D el digrafo del ejemplo anterior, su grafo subyacente G viene representado
por:

@ €)

G ®
'

Por otra parte se tiene que si Ad(D) = [d;;]};—, es la matriz de adyacencia de D,
entonces la matriz de adyacencia del grafo subyacente GG viene dada por Ad(G) =
[ai,j]?’j:l, donde Q; 5 = Q55 = HléX{di’j, dj,i}-

Aligual que en el caso de grafos, la palabra digrafo la reservaremos para el caso
de un digrafo simple. En el caso de ser necesaria la inclusion de arcos multiples o de
lazos, el concepto de digrafo debe ser ampliado. Por ello se introduce el concepto
de digrafo general, el cual puede contener arcos multiples y lazos, y que se define
como:

Definicion 1.2.18

Se dice que D es un digrafo general si D es un par D = (V(D), A(D)) donde
V(D) = {1,2,...,n} es un conjunto finito no vacio cuyos elementos se llaman
vértices (0 nodos) y A(D) es una familia de elementos de V(D) x V(D).

1.3. Recorridos en grafos y digrafos. Conexion

Para estudiar propiedades de los grafos, es interesante el estudio de los distintos
modos de ir desde un vértice a otro, para a continuacion estudiar propiedades res-
pecto a la conectividad. Para ello, dado un grafo G = (V(G); E(G)) se definen los
siguientes conceptos:

1.3.1. Secuencias de aristas, colas y trayectorias

Definicion 1.3.1

Dado un grafo GG, llamamos secuencia de aristas de G a una familia de vértices
{i1,12,...,1;} de modo que {i;,7;11} € E(G). Dicha secuencia se dice que conec-
ta los vértices i, € i; y se representa por iy, — iy — --- — ix. En el caso de que
11 = 11, la secuencia de aristas se dice cerrada.
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La secuencia de aristas esta formada por las aristas {i1, 2}, {i2,93},. . »{ik_1, ik }-
En una secuencia de aristas los vértices e;, e;41 V7 = 1,..., k son adyacentes. Fi-
nalmente, indicar que en una secuencia de aristas pueden repetirse vértices y aristas.

La definicion anterior puede extenderse a digrafos sin més que cambiar aristas
por arcos. En este caso se llama secuencia de diaristas o secuencia de arcos.

Ejemplo 1.3.1
Sea el grafo G

una secuencia de aristas en GG puede ser

a—e—a—f—oc—e—a—d

Definicion 1.3.2

Sea GG un grafo. Llamamos cola a una secuencia de aristas en la que todas las aristas
son diferentes. Cuando el primer y ultimo vértice de la cola coinciden, se dice que
la cola es cerrada.

En una cola pueden repetirse vértices pero no aristas.
La definicion anterior también puede extenderse de modo natural a digrafos
cambiando aristas por arcos. En este caso se llama cola dirigida o dicola.

Ejemplo 1.3.2
En el grafo anterior una posible cola puede ser

a—e—b—od—a—f—c—d

Definicion 1.3.3
Sea GG un grafo. Una trayectoria es una cola en la que ademas todos los vértices
son diferentes, excepto a lo sumo el primero y el altimo.

En una trayectoria no puede haber vértices iguales, excepto a lo sumo el primero y
el ultimo, ni tampoco aristas repetidas.

La definicion anterior puede extenderse a digrafos sin més que cambiar aristas
por arcos. En este caso se llama trayectoria dirigida o ditrayectoria.

Ejemplo 1.3.3

a—e—b—f—oc—d
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Definicion 1.3.4
Sea GG un grafo. Un circuito en G es una trayectoria cerrada.

En el caso de digrafos se puede extender la definicion anterior sin mas que cam-
biar aristas por arcos. En este caso recibe el nombre de circuito dirigido o dicircuito.

Ejemplo 1.3.4

a—e—b—f—c—d—a

Definicion 1.3.5
Se llama numero de pasos de una secuencia de aristas (cola, trayectoria, circuito,
disecuencia. . .) al numero de aristas (arcos) que la compone.

Consideremos un grafo GG cuya matriz de adyacencia Ad(G) representaremos
por A. La matriz de adyacencia indica el nimero de secuencias de aristas de longitud
uno que conectan el vértice ¢ con el vértice j, pues a; ; toma valor cero o uno segun
exista la arista {7, j} o no. Este resultado se puede extender del siguiente modo:

Teorema 1.3.1

Sea A la matriz de adyacencia de un grafo simple G. Entonces A* tiene por ele-
mento (¢, 7) el nimero de secuencias de aristas de k pasos distintas que conectan
los vértices 1y j.

Dem:

Para n = 0 se tiene que A° = I es la matriz identidad, por lo que la afirmacion
se cumple. Para n = 1 se cumple como hemos visto anteriormente.

Supongamos que se cumple para un k. Entonces el nimero de secuencias de
aristas de longitud £ + 1 distintos que conectan ¢ y j lo podemos determinar como
la suma del numero de secuencias de longitud £ que conectan ¢ con los vértices
adyacentes a j.

Puesto que la matriz A es simétrica, se verifica que A* también lo es. Asi se
tiene que el elemento (i, j) de A*+1, que denotaremos por a'" "), estara determinado

1,J
como: .
k41 k k
ais =) aa; =) ap)
r=1 reVj
donde n = card (V(G)) y V; = {s € V(G)|as; = 1} el conjunto de vértices
adyacentes a j, con lo que se tiene resultado. v

1.3.2. Conexion

Definicion 1.3.6
Sea GG un grafo simple. Diremos que G es conexo si para cualquier par de vértices
i, j de V(@) existe una trayectoria que tiene por vértice inicial a ¢ y por vértice final

aj.
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Definicion 1.3.7

Sea GG un grafo simple, y sea i € V(G). Llamamos componente conexa de G
que contiene a i, al mayor subgrafo conexo de GG que contiene a ¢. La componente
conexa de GG que contiene a ¢ se denota por G;

G; = {j S V(G)|E|Zl, R < V(G), {Z'kfl,ik} S E(G), k= 0,..., S} ,
siendo 1y = 1, is = J.

Todo grafo no conexo GG puede obtenerse como unién de sus componentes co-
nexas. Para ello podemos proceder como sigue:

1. Tomar el conjunto de aristas F(G), de modo que si {1, j} € E(G) se manten-
ga i < j,y asignar inicialmente a cada vértice i € V() del grafo, un entero
¢(i) = i, de modo que en cada momento (c¢(1),¢(2),...,c(n)) determina a
qué componente conexa pertenece cada vértice.

2. Recorrer el conjunto de aristas tomando una arista {7, j} en cada paso.

3. Sic(i) = ¢(y) ir al paso siguiente. Si c(i) # c(j) hacerparak =1,...,n

c(k) sic(k) < c(g)
c(k) = < c(i) sic(k) =c(j) -
ck)—1 sic(k) > c(j)

4. Si el conjunto de aristas no esta totalmente recorrido ir al paso 2.

5. En este punto finaliza el algoritmo resultando el nimero de componentes
conexas nc = max{c(i)[i = 1,...n}. La componente conexa Gy, k =
1,...,nc tiene por vértices V(Gy) = {i € V(G)|c(i) = k} y por aristas
E(Gr) = {{i,j} € E(G)In(i) = n(j) = k}.

Ejemplo 1.3.5
Sea el grafo GG cuya representacion y matriz de adyacencia A = Ad(G) vienen

dadas por
(®

01100

e 10100
A=(11 0 0 0

0 00O0T1

0001O0

Las aristas del grafo G viene dadas por E(G) = {{1,2},{1,3},{2,3},{4,5}}.
La aplicacion del algoritmo anterior conduce a la tabla
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arista | ¢(1) | ¢(2) | ¢(3) | ¢(4) | ¢(5)
1 2 3 4 5
(23 1| 1| 2] 3| 4
a3y v |1 [ 1] 2] 3
3|1 1] 2] 3
@sy| 1| 1] 1| 2] 2

Por tanto, el grafo G, tiene dos componentes conexas (&1, G5 definidas por V (G) =
{1’ 2, 3}’ E(Gl) = {{17 2}7 {17 3}’ {2’ 3}} y V(G2) = {47 5}a E(GQ) = {{47 5}}
¢

La conexion también puede ser caracterizada mediante la matriz de adyacencia
a partir del siguiente teorema:

Teorema 1.3.2
Sea GG un grafo simple de n vértices, cuya matriz de adyacencia es A. Entonces, G

n—1
es conexo si, y solo si, la matriz Y A* tiene todos sus elementos distintos de cero.
k=0

Dem:

» =) Si un grafo es conexo, dados dos vértices distintos cualesquiera v;, v;
existe al menos una trayectoria de menos de n aristas que conecta ambos
vértices. Sea 0 < k£ < n — 1 la longitud de una de tales trayectorias, entonces

(k) N0 s 0 S
a;; > 1, por tanto §o a;; > a;; > 1> 0. De aqui, §0 A" tiene todos los
- =

r=
coeficientes no nulos.

n—1

= <) Si ) A" tiene todos sus elementos no nulos, se tiene que Vi, j € {1,...,n},

r=0
(k)
P £,y > pruestoqueagg-) =0,si¢ %jyal(.fj) >0vVre{l,...,n—1}
r=0
se tiene que 3k € {1,...,n — 1} de modo que agﬁ) > 1. Por tanto, G es
conexo.

v

Ejemplo 1.3.6
Sea el grafo G dado en el ejemplo anterior. Como se ve en su representacion, dicho
grafo no es conexo. Para caracterizarlo a partir de la matriz de adyacencia se tiene
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que

1 00 0O 21 100
01 000 1 2100
A=10 0 1 0 0f, A’=111200
00010 00010
00 0 0 1] 00 0 0 1)
(2 3 3 0 0] (6 5 5 0 0]
32300 5 6 500
A3=13 3 2 0 0f, A*=155 6 0 0
00001 00010
00 0 1 0] 00 0 0 1
y por tanto
11 10 10 0 0
5-1 10 11 10 0 O
S=>» A*=110 10 11 0 0
k=0 0O 0 0 3 2
0 0 0 2 3
La matriz S tiene elementos nulos (i.e. s; 4 = 0), por tanto GG es no conexo. ¢

Ejemplo 1.3.7
El siguiente grafo G’ cuya representacion y matriz de adyacencia D aparecen a
continuacion es conexo;

®0 [
1 010
b0 Ui
1 010
de donde
1 000 0 2 2 2 340 4
0100 2 0 2 2 4 3 40
0 _ 2 _ 3 _
A_001O’A_2202’A_O434
0 001 2 2 20 4 0 4 3
a partir de lo cual se tiene
4 3 7 3
— 3437
_ k
W
B 3 7 3 4

En este caso, la matriz H tiene todos sus elementos no nulos, lo que implica que el
grafo es conexo. ¢

Teorema 1.3.3
Sea G un grafo simple, y sea A = Ad(G) su matriz de adyacencia. Entonces una
aristae = {i, j} € E(G) pertenece a un circuito si, y solo si, se verifica que s; ; # 0,
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n—1

siendo S la matriz S = > B" donde B es la matriz de adyacencia del grafo G — e
k=0

y n es el nimero de vértices del grafo G.

Dem:

Inmediata, pues para que una arista pertenezca a un circuito es necesario y sufi-
ciente que exista un camino del vértice ¢ al vértice j que no contenga a dicha arista,
lo que es equivalente a poder conectar los vértices ¢, j en el grafo G — ¢, lo que a

n—1
su vez equivale a que el elemento s; ; de la matriz S = > B sea distinto de cero,

k=0
siendo B la matriz de adyacencia del grafo G — e y n, el nimero de vértices del

grafo G. v

Definicién 1.3.8
Sea (G un grafo conexo. Se dice que D C E(G) es un conjunto desconectador de
G siel grafo G = (V(G), E(G) — D) es no conexo.

Ejemplo 1.3.8
Sea G el grafo de la figura

©

®

y sean los conjuntos D; = {{4,5},{4,6}}, Dy = {{5,6}}. El primer conjunto es
conjunto desconectador pues G — D; tiene por matriz de adyacencia

00100 O]

001000

110100

Bi=1o 01000

0000O0©O01

000 0 1 0

a partir de la cual se puede determinar la matriz

(5 4 13 4 0 0]
» 4 5 13 4 00
nZBk_ 13 13 13 13 0 0
e 714 4 13 5 00
- 0o 0 0 0 3 3
00 0 0 3 3]
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la cual tiene elementos nulos, siendo por tanto G — D7 no conexo.
El segundo conjunto no es desconectador pues G — D, tiene por matriz de ad-

yacencia

By

a partir de la cual se puede determinar la matriz

00
00
11
00
00

0 0

OO = O = =

— =0 = OO

SO = O OO
SO = O OO

5 4 15 6 6 6
- 4 5 15 6 6 6
Z B'; _ 15 15 15 27 6 6
— 6 6 27 15 15 15
6 6 6 15 5 4
(6 6 6 15 4 5|
la cual tiene todos sus elementos no nulos, siendo por tanto G — Dy conexo. ¢

Definicion 1.3.9

Sea GG un grafo conexo, y sea e € E(G). Diremos que e es un istmo o puente si

D = {e} es conjunto desconectador de G.

Ejemplo 1.3.9

Sea el grafo dado en la figura, la arista {3, 4} es un istmo o puente pues su supresion,
tal y como se aprecia en la figura, desconecta el grafo

N,
RN
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Definicion 1.3.10

Sea GG un grafo conexo. Diremos que un conjunto de aristas C' C E(G) es un
conjunto de corte si es un conjunto desconectador minimal, esto es, C' conjunto
desconectador de manera que si K C C'y K # (' entonces K no es conjunto
desconectador.

Ejemplo 1.3.10

Sea el grafo dado en el ejemplo 1.3.8, y sean los conjuntos D; = {{4,5},{4,6}} y

Dy = {{17 2}7 {37 4}}
El primero de ellos es conjunto de corte, pues ningin subconjunto propio suyo

lo desconecta G, pues para sus subconjuntos propios {{4,5}} y {{4,6}} se tiene

que {{4,5}} no desconecta GG, y {{4,6}} tampoco lo hace. El conjunto D, no es

conjunto de corte, pues {{3,4}} desconecta G y es subconjunto propio de Ds.

Definicion 1.3.11
Sea GG un grafo conexo. Se define orden de aristo-conectividad al menor cardinal
de sus conjuntos de corte. Esta cantidad se representa por A(G):

AG) = min{card (C')| C conjunto de corte de G}.

Ejemplo 1.3.11

En el grafo anterior los posibles conjuntos de corte son C; = {{1,3}}, Cy =
{{273}}5 C; = {{374}}9 Cy = {{47 5}7{476}}9 Cs = {{475}7{576}}= Co =
{{4,6},{5,6}}, asi

A(G) = min{card (C)| C conjunto de corte de G} = min{1,1,1,2,2,2} =1

Definicion 1.3.12
Sea G un grafo conexo. Un conjunto separador de un grafo conexo es un conjunto
de vértices S C V(G) de modo que el grafo G — S es no conexo.

Ejemplo 1.3.12

En el grafo dado en 1.3.8 los conjuntos S; = {2,3}, S5 = {4} son conjuntos
separadores, pues en ambos casos es facil comprobar que los grafos G— 57y G— .S,
son no conexos. El conjunto S3 = {4,5} no es separador, pues G — S5 resulta
conexo. ¢

Definicion 1.3.13
Sea GG un grafo conexo. Diremos que un vértice i € V(G) es vértice de corte o
vértice articulacion si {i} es conjunto separador de G.

Ejemplo 1.3.13
En el grafo dado en 1 1 vértice 4 es un vértice articulacion, pues el grafo G — 4
es, tal como aparece en la figura, no conexo.
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Definicion 1.3.14
Sea GG un grafo conexo. Se define orden de vértice-conectividad al menor cardinal
posible para sus conjuntos separadores, lo que se representa por x(G):

k(G) = min{card (S)|S conjunto separador de G}

Ejemplo 1.3.14
En el grafo citado en el ejemplo anterior los conjuntos separadores de menor cardi-
nal son {3}, {4}. Por tanto, x(G) = 1. ¢

Los conceptos grado de aristo-conectividad y de vértice-conectividad constituyen
una medida de la fortaleza de la conexion pues representan el nimero minimo de
aristas y vértices que pueden ser eliminado (por fallos, destruccion, etc.) para que
el sistema resultante falle (deje de ser conexo).

Definicion 1.3.15
Sea G un grafo. Diremos que un subconjunto de aristas C' € E(G) es un conjunto
conectador de G si el subgrafo (V(G), C) es conexo.

Ejemplo 1.3.15
Sea el grafo cuya representacion aparece en la figura

El conjunto {{a, d}, {a, e}, {b,d}, {b,e},{c,e},{c, f}} es conjunto conectador
de G pues el grafo (V(G), S) es, tal como aparece a continuacion, conexo.
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1.4. Grafos eulerianos y hamiltonianos

Definicion 1.4.1

Sea GG un grafo conexo. Diremos que G es euleriano si existe una cola cerrada
que incluye todas sus aristas. A dicha cola se le denomina, caso de existir, cola
culeriana.

Ejemplo 1.4.1
Sea el grafo de la figura

@ ®

@/ \@
N

O, O,

Dicho grafo es euleriano pues admite la cola
1-2—-3—-4—-5—-3—-6—-4—1

la cual es una cola euleriana.
Un ejemplo de grafo no euleriano es el siguiente:

©) ® ©
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Definicion 1.4.2
Sea GG un grafo conexo. Diremos que G es semi-euleriano si existe una cola que
incluye todas sus aristas.

Ejemplo 1.4.2
Sea el grafo cuya representacion aparece en la figura

O, O, ®

Dicho grafo es semi-euleriano, pues admite la cola
3—2—-1-4—-3—-6—5—4
¢

Notar que todo grafo euleriano es semi-euleriano, pero no todo grafo semi-euleriano
es euleriano.

Un método para construir una cola euleriana lo proporciona el llamado algorit-
mo de Fleury, el cual puede esquematizarse como sigue:

Elegir un vértice cualquiera v y construir una cola teniendo en cuenta las si-
guientes reglas:

1. Las aristas se eliminan una vez recorridas.
2. Siun vértice queda aislado, dicho vértice se elimina.

3. No utilizar istmos salvo que no exista otra alternativa.

Ejemplo 1.4.3
Considérese el grafo de la figura

Para tratar de encontrar una cola euleriana en dicho grafo aplicamos el algoritmo de
Fleury. Partiendo del vértice 6 se tiene

6—1—-2—-5—-3—-1—-4—-2—-3—=4—6

y puesto que existe dicha cola euleriana, puede afirmarse que el grafo es euleriano.

¢
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Una caracterizacion de grafos eulerianos y semi-eulerianos la proporciona los
teoremas enunciados a continuacion.

Teorema 1.4.1
Un grafo conexo G es euleriano si, y solo si, el grado de todos sus vértices es par.

Teorema 1.4.2
Un grafo conexo G es semi-euleriano si, y solo si, el grado de sus vértices, excepto
a lo sumo exactamente dos, es par.

En este caso, si existen dos vértices de grado impar el algoritmo de Fleury también
proporciona una cola semi-euleriana, debiéndose escoger como vértice inicial uno
con grado impar.

Ejemplo 1.4.4
Considérese el grafo de la figura

©. (D

(1} 2

Dicho grafo tiene todos los vértices de grado 4 excepto 2 y 3, que tienen grado
3. Segln la caracterizacion anterior el grafo es semi-euleriano. Una cola semi-
euleriana puede ser construida a partir del vértice de orden impar 2. Asi se tiene
la cola

1—-2—-5—-3—-1—-4—-2—-3—4

Ejemplo 1.4.5
Otro ejemplo de grafo semi-euleriano es el siguiente:
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yaqueexistelacoal -4 —-2—-1—-3—-2—-5—3—4. ¢
A continuacion se introduce el concepto de grafo hamiltoniano como:

Definicion 1.4.3
Un grafo conexo G se dice hamiltoniano si existe un circuito que contenga todos
sus vértices.

Ejemplo 1.4.6
El grafo cuya representacion aparece a continuacion es hamiltoniano

@ ®

®

O, ®

pues admite el circuito
1-2—-3—-5—-4—-1

el cual contiene todos sus vértices.
El grafo que aparece en la figura no es hamiltoniano

@ ®

®

O, ®

pues ningun circuito puede contener el vértice 5. ¢

Definicion 1.4.4
Un grafo conexo G se dice semi-hamiltoniano si existe una trayectoria que contenga
todos sus vértices.

Ejemplo 1.4.7
El grafo anterior es semi-hamiltoniano, pues la trayectoria

2—-1—-4—-3—=5

contiene todos sus vértices. ¢

A continuacidn se enuncia sin demostrar una condicion suficiente de grafo hamilto-
niano:
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Teorema 1.4.3
Sea GG un grafo conexo con n vértices de modo que para cada pareja de vértices no
adyacentes v, w se satisfaga p(v) + p(w) > n. Entonces G es hamiltoniano.

Lamentablemente, en el caso de grafos hamiltonianos no se dispone de ninguna
caracterizacion (condicion necesaria y suficiente).

1.5. Arboles

Definicion 1.5.1
Sea G un grafo. Diremos que GG es un bosque si no contiene ningun circuito.

Ejemplo 1.5.1
El grafo que se muestra a continuacion es un bosque:

3 ()

O——®

Definicion 1.5.2
Diremos que un grafo 7" es un arbol si 7" es bosque conexo.

Ejemplo 1.5.2
El grafo que se muestra a continuacion es un arbol:
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Para finalizar, se enuncia el siguiente teorema de caracterizacion:

Teorema 1.5.1
Sea 7" un grafo con n vértices. Entonces son equivalentes:

1. T es un arbol.

2. T no contiene ningun circuito y posee n — 1 aristas.

3. T es conexo y tiene n — 1 aristas.

4. T es conexo y cada arista es un istmo.

5. Cada dos vértices de T estan conectados por una unica trayectoria.

6. T no contiene ningun circuito pero la adicion de cualquier arista crea exacta-
mente un circuito.
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Tema 2

Grafos ponderados y redes

2.1. Introduccion

En este capitulo se aborda el estudio de diversos problemas de optimizacion
sobre grafos y digrafos. En estos problemas se procede a asignar un valor a cada
arista/arco de un grafo/digrafo con el fin de minimizar alguna magnitud calculada
sobre el grafo.

Los problemas estudiados en este capitulo seran, el problema de la trayectoria
mas corta, el problema del conector minimo, el problema de la trayectoria critica,
y el problema del flujo maximo sobre una red. Para plantear y resolver dichos pro-
blemas se proporcionaran las definiciones de los mismos, asi como un algoritmo de
resolucion para cada uno de ellos.

2.2. Grafos ponderados

Definicion 2.2.1

Sea G un grafo. Una ponderacion en G es una aplicacion w : E(G) — RT U {0}.
En ese caso, el par (G, w) recibe el nombre de grafo ponderado y el valor w(e),
donde e € E(G), el de peso o costo de la arista e.

Ejemplo 2.2.1

El grafo GG cuya representacion aparece a continuacion constituye un ejemplo de
grafo ponderado. Los nimeros que aparecen junto a las aristas corresponden a sus
pesos.
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En teoria de grafos ponderados es conveniente introducir la matriz de pesos como
una matriz )(G), n X n donde n = card(G) de modo que

0 w2 ... Win-1  Win
W21 0 cee Won-—1 Wan
QG) =
Wn—11 Wp—-12 --- 0 Wn—1,n
Wn,1 Wn,2 <o Wpp—1 0

N . : iV e BE(G
donde w;; = (i) Z%J {Z j} ()
+00 i#7, {i,7} ¢ E(G)

En esta matriz los elementos de la diagonal son cero. En los lugares donde aparece
+o00 debe entenderse que no hay arista.

2.2.1. El problema del conector minimo
El problema del conector minimo podemos enunciarlo como sigue:

Definicion 2.2.2
Dado un grafo GG conexo, llamamos problema del conector minimo a encontrar
un subgrafo de GG de la forma (V(G), C) donde C' es un conjunto conectador de G
de peso minimo.

El problema del conector minimo puede resolverse mediante el llamado algoritmo
profundo o de Kruskal, el cual es expuesto a continuacion.
Algoritmo de Kruskal:

1. Se toma una arista e de peso minimo, y se definen los conjuntos C' = {e},
D =10.

2. Se toma una arista f en £(G) — C' U D de peso minimo.

3 s (V(G),C U{f}) contiene un circuito, entonces D = D U { f}.
' (V(G),C U{f}) no contiene ningln circuito, entonces C' = C' U { f}.
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4 Si card (C') = card (V(G)) —1  FIN: el conector minimo es (V(G), C).
. card (D) # card (V(G)) —1 iral paso 2.
Ejemplo 2.2.2

Dado el grafo GG representado en la figura, obtener un conector minimo.

D

El conector minimo se determina mediante el algoritmo Kruskal, para ello, en
primer lugar se ordenan las aristas en pesos crecientes, los cuales se indican como
subindice. Asi se tiene:

{(37 4)17 (47 7)17 (57 6)17 (27 4)27 (2v 7)27 (1’ 3)3’ (7’ 6)3’ (47 5)47 (47 6)67 (17 4)77 (67 8)77

(17 2)97 (77 8)16}

Teniendo en cuenta que un arbol de n vértices contiene n — 1 aristas, se tiene que:

Se toma como C' el conjunto C' = {{3,4}}

Se toma la arista {4, 7}, la cual al no cerrar circuito se aflade a C, y puesto
que card (C') =2 # card (V(G)) — 1 =T.

Se toma una nueva arista, {5, 6}, la cual tampoco cierra circuito, por lo que
se afiade a C'; dado que card (C') = 3 # 7.

Se toma una nueva arista, {2, 4}, la cual tampoco cierra circuito, por lo que
se afade a C'.

Se toma una nueva arista, {2, 7}, la cual cierra circuito, por lo que no se
incluye en C'.

Se toma una nueva arista, {1, 3}, la cual no cierra circuito, por lo que se afiade
aC.

Se toma una nueva arista, {6, 7}, la cual tampoco cierra circuito, por lo que
se afiade a C.

Se toma una nueva arista, {4,5}, la cual cierra circuito, por lo que no se
incluye en C'.
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= Se toma una nueva arista, {4,6}, la cual cierra circuito, por lo que no se
incluye en C'.

= Se toma una nueva arista, {1,7}, la cual cierra circuito, por lo que no se
incluye en C'.

= Se toma una nueva arista, {6, 8}, la cual tampoco cierra circuito, por lo que se
afade a C'. El algoritmo finaliza puesto que card (C') = 7 = card (V(G)) —1.

El conector minimo viene dado por el subgrafo (V(G),C), C = {{3,4},{4,7},
{5,6},{2,4},{1,3},{6,7},{6,8}} y cuya representacion viene dada por:

@

¢

A continuacion se muestra otro ejemplo en el que se utiliza un método matricial
mas adecuado para ser implementado en el ordenador.

Ejemplo 2.2.3
Sea el grafo G cuya matriz de adyacencia y matriz de pesos vienen dadas por:

01 1 000 [0 5 1 o0 00 o
101110 5 0 2 1 5 oo
110110 1 2 0 1 2 o
AdG) =10 110 1 1 G =1,0 1 1 0 2 5
011101 © 5 2 2 0 1
_000110_ _oooooo510_

Encontrar un conector minimo usando el método matricial.

En primer lugar, consideramos el conjunto de aristas ordenadas de modo creciente
en peso. Asi, tenemos el conjunto de aristas ordenado

E(G) = {{1,3},{2,4},{3,4},{5,6},{2,3},{3,5}, {4, 5}, {1, 2}, {2, 5}, {4, 6}}

Sea G el grafo nulo de seis vértices, se toma la primera arista de £/(G) ordenado, y
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sea D la matriz de adyacencia del grafo union de G con el grafo de vértices {1, 3}

y arista {(1, 3)} (grafo al que llamaremos G1), la cual viene dada por:

001000
000O0O0°O
100000
Di=AdlG) =14 4 0 0 0 0
0000O0°O
00 00 0 0
Las potencias de D, resultan:
(1 0 0 000 (001 000
0000O0°O 0000O0O
> (0001000 3 (1 00000
by = 0000O0O by = 00000O00O0
0000O0O 0000O0O0
000000 000000
(1 0 0000 [0 01 0 00
0000O0O 0000O0O
4+ (0001000 5 (1 00000
Dy = 0000O0O Dy = 00 00O00O0
0000O0O 00 00O00O0
00 00 0 0 00 00 0 0
5
Asi, la matriz ) Dj resulta:
r=0
(30 3 0 0 0]
. 010000
ZDT_ 303000
— 10 00100
" 000010
00000 1

El grafo (G; es no conexo, pues la matriz i D7 contiene ceros. Por tanto, a con-
tinuacion tomamos la arista {2,4}, la cual nro:?:ierra circuito al afiadirla a GGy, pues
entre los vértices 2 y 4 no existe ningiin camino (véase la matriz i D7 y obsérvese
que el elemento (2,4) es cero). Sea G el grafo union de G4 conr(:{02, 4},{{2,4}}),

esto es el grafo que tiene por vértices a los nodos 2 y 4 y por tnica arista a {2,4}.
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Sea D, la matriz de adyacencia de (55, la cual viene dada por:

001000
000100
100 000
Dr=AdG2) =101 ¢ 0 0 0
00 0O0O0O
00 00 0 0]
Las potencias de D, resultan:
(1 0 0 0 0 O] [0 0 1 0 0 O]
01 00O0O 000100
> (0001000 3 (1 00000
D; = 001000 D; = 01 00O0O0
00 0O0O0© O 000O0O0O O
00 000 0 00 00 0 0
(1 0 0 0 0 O] [0 01 0 0 0]
01 00O0O 000100
4 (0001000 5 (1 00000
D = 001000 D; = 01 0000
00 0O0O0O O 00 0O0O0O O
00 00 0 0] 00 00 0 0]
5
Asi, la matriz ) D} resulta:
r=0
(3 0 3 0 0 0]
. 030300
ZDT_ 303 000
— 271030300
- 000010
00000 1

5
El grafo G5 tampoco resulta conexo, pues la matriz > D} contiene ceros.

r=0
A continuacion se toma la siguiente arista, la cual corresponde a la {3,4}. Sea el
grafo G5 = G2 U ({3,4}, {{3,4}}), cuya matriz de adyacencia Ds viene dada por

001000
000100
100100
D3—o11000
000000
0000 0 0
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y sus potencias por

100100 012000
011000 100200
, 012000 s 200300
Ds=11 00200 P=lo23000
000000 000000
000000 0000 0 0]
2 0 0 3 0 0 0 3 50 0 0]
023000 3000500
, (035000 s 500800
Ds=13 005 0 0] Ds=10 5800 0
000000 0000O00O0
00000 0 0000 0 0]
5
Asi, la matriz ) | Dj resulta:
r=0

4 4 8 4 0 0]

i 44 4 8 00

ZDT_8481200

— P74 8 12 8 00

= 00 0 0 10

00 0 0 0 1

5

El grafo G5 tampoco es conexo, pues la matriz ) | D% contiene ceros.
r=0
A continuacion se toma la siguiente arista, la cual corresponde a la {5,6}. Sea el

grafo G, = G3 U ({5,6}, {{5,6}}), cuya matriz de adyacencia D, viene dada por

001000

000100

100100

Di=1o 1100 0

000O0O01

0000 1 0

y sus potencias por

(1 0 0 1 0 0] (0 1 2 0 0 0]
011000 100200
2 1001 20 00 3 1200300
D4_100200’ D4—023000
000O0T1O0 000O0O01
00000 1 0000 1 0
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200300 035000
023000 300500
Di:0350007 DZ:500800
3005 00 058000
000O01O0 00 0O0O01
00000 1] 00001 0
5
Asi, la matriz ) D resulta:
r=0
(4 4 8 4 0 0]
; 44 4 8 00
S ;- 8 4 8 12 0 0
P17 48 12 8 00
" 000 0 33
00 0 0 3 3

5
El grafo resultante tampoco es conexo, pues la matriz >, D} sigue conteniendo
=0
ceros. '
La siguiente arista es {2, 3}. Dicha arista no puede ser incluida por cerrar circuito
5
(el elemento (2,3) de la matriz Z D) es 4 y por tanto existen caminos de 2 a 3 que

no contienen la arista {2, 3}, por tanto su inclusion cierra circuito). Si es posible
incluir {3, 5}; asi resulta G5 = G5 U ({3,5}, {{3,5}}), cuya matriz de adyacencia
Ds5 viene dada por

001000
000100
100110
D“‘o 1 1000
001001
00001 0
y sus potencias por
(1 0 01 1 0] 0 1 3 0 0 1]
011000 100210
2 0013000 5 (300440
D5 = 10021 0|’ Ds = 024001
000120 01400 2
00100 1] 10012 0
(3 0 0 4 4 0] [0 4 11 0 0 4]
02 4 00 1 4 0 0 6 5 0
Dt — 0 4 11 0 0 4 D&_11o 0 15 15 0
57140 0 6 5 0] 5710 6 15 0 0 5
40 0 560 0 515 0 0 6
01 4 00 2] 4 0 0 5 6 0]
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5
Asi, la matriz ) D[ resulta:

r=0
(5 5 15 5 5 5]
5 5 4 5 9 6 1
Z DL — 15 5 15 20 20 5
— 5 9 20 9 6 6
5 6 20 6 9 9
5 1 5 6 9 4

El grafo (G5 es conexo puesto que la matriz no contiene ceros, por tanto el conector
minimo es

Gs = (V(G)v {{17 3}’ {2’ 4}’ {37 4}7 {37 5}7 {57 6}})

2.2.2. El problema del camino mas corto

Otro problema clasico en teoria de grafos ponderados es el llamado problema
del camino mas corto o de peso minimo, el cual consiste en dados dos vértices de un
grafo, encontrar entre las trayectorias que unen dichos vértices una de peso minimo.
Para ello se establecen las siguientes definiciones.

Definicién 2.2.3
Sea G un grafo ponderado, y sea una trayectoria v; — vy — ... — U €n-
tre los vértices v; y vi. Llamamos peso (o costo) de dicha trayectoria al valor
k—1
w(v1,v2, .., k) = 32 w(vi, Vig1).
=1
Definicion 2.2.4

Sea GG un grafo conexo y sean i,j € V(G). Diremos que la trayectoria i = v; —
vy — ... — v, = j es de peso minimo si para cualquier otra trayectoria i = w; —
Wy — ... — wy, = j se verifica que w(vy, Vg, ..., V) < w(Wi, Wa, ..., Wy).

Definicion 2.2.5

Llamamos problema de la trayectoria mas corta al problema consistente en: dado
un grafo conexo G y dados dos vértices 7, j € V(G), encontrar una trayectoria que
conecte ¢ con j de peso minimo.

Para resolver este problema se utiliza el llamado principio de minimalidad de
Bellman, el cual podemos enunciar como sigue:
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Principio de minimalidad de Bellman

Sea GG un grafo conexo y sea un vértice ¢ € V(G). Sea un vértice k € V(G)
alcanzable desde i mediante una trayectoria de costo [(k). Si j es un vértice adya-
cente a k de modo que existe una trayectoria de costo (), que conecta i con j y
no contiene a k, entonces, existe una trayectoria que conecta ¢ con k cuyo costo es
menor o igual que min{l(k),(j) + w({Jj, k})}.

En base a este principio, Dijkstra propuso un algoritmo capaz de proporcionar
una trayectoria de costo minimo entre dos vértices L y S de un grafo conexo, cono-
cido como algoritmo de Dijkstra, el cual podemos enunciar como:

Algoritmo de Dikjstra

1. A cada vértice del grafo se le asigna una etiqueta [(7), definida como (L) = 0
yl(i) =ocosii # L.

2. Se localiza un vértice i con etiqueta [(7) minima (si hay varios de tales vértices
se toma uno cualquiera de ellos).

- Si¢ = 5, entonces la longitud del camino mas corto entre los
vértices L'y S es [(S). En esta situacion finaliza el algoritmo.

- Sii # S, entonces se pasa a la etapa siguiente.

3. Para cada vértice j adyacente a i se determina una nueva etiqueta como [(j) =

min {1(j), 1(3) + w({i. j})}.
4. Se elimina del grafo el vértice 7 y las aristas que lo contienen.
5. Se vuelve al paso dos.

Ejemplo 2.2.4
Dado el grafo representado en la figura:

D

Encontrar el camino mas corto entre uno y seis.

La solucidn se obtiene mediante el algoritmo de Dijkstra el cual se puede expre-
sar en forma tabular como
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INESTREEN
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o0l S8 |8 |8|

El minimo costo necesario para ir de 1 a 6 resulta ser de 8 unidades, lo cual se
logra a través de la trayectoria

1—-3—4—-7—6

Nota: La tabla anterior se ha construido del modo siguiente. En cada momento las
columnas representan las etiquetas de los vértices que quedan, indicandose median-
te el signos — cuando el vértice ha sido eliminado.

Puesto que en nuestro caso L = 1y S = 6, inicialmente se asigna [(L) = 0y
L(i) = oo sii # L resultando

1123|456 |7]8
00 |00 |00 |00 |00 | 00|00

El vértice de etiqueta minima resulta ser el 1. Por tanto, para los vértices ¢ adyacen-
tes a 1 se cambia la etiqueta {(7) por min{{(7),{(1) + w({1,7})} permaneciendo el
resto inalterables, eliminado finalmente el vértice 1. Asi se asigna para [(2) el valor
min{l(2),1(1) +w({1,2})}, de donde I(2) = min{+o00,0+9} = 9. Analogamente
para los vértices 3 y 4, se tiene [(3) = 3, [(4) = 7.

Si a la izquierda de la tabla se ha escrito el vértice que tenia etiqueta minima en
la etapa anterior, resulta

1121314 |56 7|8
Ol |0 ||| oo | oo oo
11-19 13 T oo | oo | o] oo

En este momento el vértice de menor etiqueta es 3, que no coincide con S; por tanto
repitiendo el proceso se tiene

11213145678
Ojloo|oo|oo |00 |00 | 00| 0
1-19 |3 |7 ||| o0]| oo
3/-19 | -14|0|o0]|o0]| o0

y asi sucesivamente hasta que la etiqueta minima corresponde al vértice de destino
(pudiendo haber o no otros con el mismo costo). En este momento el costo minimo
es el marcado por la etiqueta [(6) = 8. La trayectoria de costo minimo se obtiene
observando desde qué vértice k se ha conseguido el cambio de la etiqueta [(6), desde
qué vértice j se ha producido el cambio de la etiqueta [(k), y asi sucesivamente hasta
llegar al vértice 1:
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asi 6 viene de 7, 7 viene de 4, 4 viene de 3 y 3 viene de 1. Por tanto, la trayectoria
de minimo costo encontrada es

1—-3—4—7—6

2.3. Optimizacion en digrafos

A continuacion se aborda el estudio de algunos problemas de optimizacion, los
cuales pueden ser modelados a partir de la teoria de digrafos ponderados.

Definicion 2.3.1

Sea D un digrafo. Una ponderacion en D es una aplicacion w : A(G) — RTU{0}.
En ese caso, el par (D, w) recibe el nombre de digrafo ponderado y el valor w(e),
donde e € A(G), el de peso (o costo) del arco e.

Ejemplo 2.3.1
A continuacion se da la representacion de un digrafo ponderado.

Definicion 2.3.2
Sea D un digrafo débilmente conexo. Diremos que D es aciclico si no contiene
ningun circuito orientado.

Ejemplo 2.3.2
El digrafo cuya representacion aparece a continuacion es un grafo aciclico, pues no
contiene circuitos orientados.
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Ejemplo 2.3.3
El digrafo cuya representacion aparece a continuacidon no es un grafo aciclico pues
contiene, entre otros, los circuitos orientados 1 - 3 — 4 —- 2 - 1y5 — 4 —

2 — 5. @ @

.

©)

¢

Definicion 2.3.3
Sea D un digrafo débilmente conexo. Diremos que un vértice k es vértice inicial o
vértice fuente si no existen arcos de la forma (i, k) donde i € A(D) — {k}.

Definicion 2.3.4
Sea D un digrafo débilmente conexo. Diremos que un vértice k es vértice final o
vértice sumidero si no existen arcos de la forma (k,7) donde i € A(D) — {k}.

Ejemplo 2.3.4

En el digrafo correspondiente al ejemplo de grafo aciclico, el vértice 1 es un vértice
inicial y el vértice 4 un vértice final. ¢
Definicion 2.3.5

Llamamos red a un digrafo D con dos ponderaciones llamadas capacidades y
flujos, que representaremos como ¢ y f, las cuales satisfacen V(i,j) € A(D)

ciy=c(i,j) 20y 0< fiy = f(i,]) < ciy.
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En este libro manejaremos unicamente redes aciclicas. En este caso es posible defi-
nir para cada par de vértices las capacidades (i, j) € V(D) x V(D);

(c(i) (i) € A(D)
ey =1 —clij) (j.i) € A(D)
o {i.j} ¢ E(D)

y los flujos

(fi.5)  (i.J) € A(D)

fig =4 —16.3) (4,9 € A(D)

(0 {i,5} ¢ E(D)

siendo en ambos casos F/(D) el conjunto de aristas del grafo subyacente a D.
Finalmente indicar que en un digrafo aciclico D, es posible definir una relacion

de orden dada por Vi, j € V (D), i < j si, y solo si, existe en caso de ser ¢ # j una
trayectoria dirigida que une ¢ con j (compruébese que esta relacion es de orden).

2.3.1. El problema de la trayectoria critica

Muchos proyectos pueden ser divididos en una serie de tareas de modo que para
poder realizar unas de ellas deben estar finalizadas otras (una o varias), pudiéndose
dar por finalizado el trabajo unicamente cuando estdn acabadas todas las tareas.
Las tareas pueden modelarse como arcos en un digrafo, asignandose como peso el
tiempo que cuesta realizar dicha tarea. Como nodos representaremos los requisitos
necesarios (tareas que deben estar finalizadas) para emprender una nueva. Las tareas
que no necesitan ningln prerrequisito partiran del vértice inicial, y aquellas tareas
no necesarias como punto de partida para ninguna otra, finalizaran en un vértice
final.

Un problema de gran interés es la evaluacion del tiempo minimo en que puede
ser ejecutado un proyecto. Este problema puede ser modelado mediante el llamado
problema de la trayectoria critica.

Definicion 2.3.6

Sea D un digrafo aciclico ponderado. Diremos que una trayectoria es critica si es
una trayectoria que conecta un veértice inicial con un vértice final de modo que su
costo es maximo.

El problema de la trayectoria critica puede resolverse mediante el algoritmo PERT
(técnica de revision y evaluacion de programas). Dicho algoritmo puede esquema-
tizarse como

Algoritmo PERT

1. Etiquetar todos los vértices como cero: [(i) = 0, Vi € V(D).
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2. Tomar un vértice inicial 7. Para todos los vértices adyacentes j asignar a /()
el valor méx{l(7), (i) + (4, j)}. Eliminar el vértice i y los arcos que parten
de él.

3. Si todos los vértices restantes son vértices finales, el algoritmo finaliza sien-
do el costo de la trayectoria critica la mayor de las etiquetas de los vértices
finales. Si existen vértices no finales ir al paso 2.

El algoritmo PERT puede aplicarse en forma tabular tal como se muestra en el
ejemplo.

Ejemplo 2.3.5
Obtener una trayectoria critica en el digrafo cuya representacion viene dada en la
siguiente figura.

El problema se resuelve mediante el algoritmo del PERT el cual en forma tabular
resulta:

11234 5]6]|7]38

0/0/0{0JO0O]O0O]O0O]O
1{-{1/0(4]7]0/[0]O0
21-1-1219]7]0(07]O0
30-1-1-19] 7,600
41| -1 - -1 18119112 0
S5|-1-1-|-]-119120]0
6| -|-|-1-]-1-120]30
T1--1-1-1-1|-1~-130

Por tanto, la trayectoria critica tiene un coste de 30. Una trayectoria critica es la
siguiente:
1-2—-4—-6-—38

2.3.2. El problema del flujo maximo en una red

En este epigrafe se aborda el estudio del flujo maximo que puede pasar a través
de unared, o el equivalente consistente en investigar en cudnto se puede incrementar
el flujo que atraviesa una red. Para ello, sea D un digrafo aciclico sobre el cual se han
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definido unas capacidades dadas por una matriz C', cuyos elementos denotaremos
por ¢; ; sobre la cual circulan unos flujos dados por una matriz /', cuyos elementos
denotaremos por f; ;. Las matrices C'y I son matrices antisimétricas.

En este estudio consideraremos que la red contiene una unica fuente y un tinico
sumidero (en otro caso, se puede reducir facilmente el problema a éste). Sea L
el vértice fuente y S el vértice sumidero. Entonces el flujo f que atraviesa la red

n
viene dado por f = Z fri Z fi,s. En el resto de nodos que denominaremos
intermedios debe cumphrse la ley de Kirchoff (flujo entrante igual a flujo saliente)
lo que implica la condicion Z fij=0,Vie{l,...,n} —{L,S}.
=0

El método que seguiremos para buscar un incremento de flujo en la red consis-
tird en investigar trayectorias entre L y S, a través de las cuales es posible hacer
llegar una cantidad adicional de flujo al nodo n. Para poder enviar desde un nodo
una cantidad adicional de flujo, siempre sin exceder la capacidad, hay dos proce-
dimientos: uno, hacer llegar mas flujo al nodo, y otro, enviar menos cantidad de
flujo a otro nodo. Basandose en este principio, Ford y Fulkerson construyeron un
algoritmo capaz de encontrar una trayectoria de L a S, caso de ser posible, a través
de la cual incrementar el flujo que circula por la red.

Algoritmo de Ford-Fulkerson

1. Etiquetar L como A; = 400, dejando el resto de vértices como no etiqueta-
dos.

2. Buscar un vértice ¢ etiquetado no analizado. Procédase del siguiente modo:
para cada vértice j no etiquetado adyacente a 4,510 < f; ; < ¢; ;, calcular:

Nij=ci;—fij y O;=min{A;,N;;}
y etiquétese el vértice j como (4, i1). En caso de ser f; ; < 0, calcular
Nij=—fi; vy O;=min{A;,A;,;}
y etiquétese j como (A, 7). Marcar el vértice ¢ como analizado.
Si no existe tal vértice ¢, el flujo actual es el flujo méximo, con lo que finaliza
el algoritmo.
3. Repetir el paso 2 hasta que se alcanza el punto S.

4. Trazar el camino de L a S utilizando las etiquetas, e incrementar el flujo a
través de dicho camino en A\ g unidades.

5. A partir del camino construido anteriormente, calcular el flujo incrementado
como f = f+ Ag.

6. Eliminar las marcas de etiquetado y analizado de los vértices y volver al paso
1 para proceder a una nueva iteracion.
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En este algoritmo debe entenderse:

= Por vértice analizado en cada iteracion se entenderd aquél para el cual se ha
estudiado en cuanto se puede incrementar el flujo en los vértices adyacentes
segun el paso 2.

= Dos vértices son adyacentes si lo son en el grafo subyacente a D.

Ejemplo 2.3.6
Dado la red cuyas matrices de capacidades y de flujos vienen dadas respectivamente
por (se da inicamente la parte superior de ambas matrices):

(0 4 2 6 4 O] 0 2 1 1 2 0]
020 0 4 010 0 1

03 0 2 02 0 0

¢= 0 -2 5 F= 0 —1 4
0 4 0 1

- O_ . O_

determinar el flujo maximo que puede atravesar dicha red (utilizar el método de
Ford-Fulkerson en su forma tabular).

En primer lugar, se tiene que el grafo puede ser representado como

6
El flujo inicial es f = ) f1; = 6. Aplicando el algoritmo de Ford-Fulkerson

Jj=2
se tiene:

1] +oo | (2,1%) ] (1,17) (5,-1+) (2,-1+) -

N = (2,27)
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Por tanto ,la red admite un incremento de flujo de dos unidades a través del

camino 1 — 2 — 6. Incrementando el flujo actual en dos unidades a través del
camino resulta:

resultando el flujo actual f = 8 unidades.

1 2 3 4 5 6
—+00 - - - - -
1| +oo - (1,17) | (5,17) | (2,17) -
3400 | Asa=—1](1,17) | (5,17) | (2,17) | DNz =2
(1,37) (1,3%)

Por tanto, la red admite un incremento de flujo de una unidad a través del camino
1 — 3 — 6, con lo que resulta:

(4.4)

1 2 3 4 5 6
+00 | - - - - -
1| 400 - - (5,1%) | (2,17) -
+o0 | - | Dyz==2|(517) | (2,17) | Ay =1
(2,47) (1,47)
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Por tanto, la red admite un incremento de flujo de una unidad a través del camino
1 — 4 — 6, con lo que resulta:

(4.,4)

1 2 3 4 5 6
+00 - - - - -
l | 4o - - (4,17) | (2,17) -
4| +oco - Nys=—2|(417) ] (2,17) -
(2,47)
3| 400 | Age=—1 (2,47) (4,17) | (2,17) | A3 =1
(1,37) (1,3)

Por tanto, es posible aumentar el flujo de la red en una unidad a través del camino
1 — 4+ 3 — 6. Asi, resulta:

(4.4)

El flujo actual resulta de once unidades. Aplicando nuevamente el algoritmo se
obtiene la tabla de incrementos de flujo:

@ José Antonio Lopez Orti - ISBN: 978-84-693-4783-6 51 Métodos matematicos - UJI



1 2 3 4 5 6
—+00 - - - -
1| +oo - - (3,1%) | (2,17) -
4 +00 - A473 =-1 (3, 1+) (2, 1+) -
(1,47)

3| 400 | Age=—1 (1,47) (3,1%) | (2,17) -
(173_) "

2 | +o0 (1,37) (1,47) (3,17) | (2,17) | Ao =1

(1,27)

Por tanto, es posible incrementar el flujo en una nueva unidad a través de la
trayectoria 1 — 4 «— 3 «+ 2 — 6. Actualizando los flujos de la red se tiene:

El flujo actual resulta de doce unidades. Aplicando nuevamente el algoritmo se
obtiene la tabla de incrementos de flujo:

I 2|3 4 5 6

400 | - | - - - -

1400 |-|-](2,1%)](2,17) -

4| +oo | - | -] (2,1%) ] (2,1%) -
5| 400 - |- (217) | (217) | Do =3
(2.57)

Por tanto, es posible incrementar el flujo dos unidades a través de la trayectoria
1 — 5 — 6. Aplicando de nuevo el algoritmo se tiene:
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El flujo actual resulta de catorce unidades. Aplicando nuevamente el algoritmo

se obtiene la tabla de incrementos de flujo:

1 213 4 6
+oo | - | - - -
1| 4oo|-|-|L1a=2 -
(2,17)
I 400 |- [~ (1) |DBas= 1 -
(1,47)
50400 |-1]-| (2,17 (1,47) Nse =1
(1,5%)

Por tanto es posible incrementar el flujo en una unidad a través del camino

1 — 4 «— 5 — 6. Actualizando los flujos de la red se obtiene:

El flujo actual resulta de quince unidades. Aplicando nuevamente el algoritmo

de Ford-Fulkerson se tiene la tabla:

1 213 4 6
400 | - | - - -
+o0 | - | - A174 =1 -

(1,17)
+oo | - | -] (1,1%) -
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Llegados a este punto no existen nodos etiquetados sin analizar, no habiéndose al-
canzado el nodo final, por tanto, segun el algoritmo de Ford-Fulkerson ya no son
posibles nuevos incrementos de flujo, por lo que el flujo méximo es el flujo actual.

¢
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Tema 3

Programacion lineal

3.1. Introduccion

La programacion lineal es un caso particular de un problema mas general; la
programacidén matematica que aborda el problema de optimizar una funcién o fun-
cional ¢ : X — R definida sobre un cierto subconjunto £ de un espacio vectorial
real (de dimension no necesariamente finita) sometida a un conjunto de restriccio-
nes L. En el problema expuesto anteriormente, £ puede ser, bien un determinado
subconjunto de R, bien un subconjunto de un determinado espacio funcional. Aten-
diendo al tipo de funcion o funcional a optimizar y al tipo de restricciones, podemos
clasificar los problemas de programacion matematica como:

- Programacion no lineal: optimizar ¢ (X) sometidoa X € L.
- Teoria de control y programacion dindmica: optimizar (X ) sometido

a X € L en caso de ser X un vector de un espacio de dimension infinita.

A continuacion, por su importancia en este curso, se muestra mas detalladamen-
te el problema de la programacion no lineal como aquél que satisface:

-LC X CR",
— —
-Ez{X€X|g(X)§ b}dondeg:R”—ﬁRm, b € R™,

- L convexo.

Con estas condiciones se excluyen los problemas de infinitas dimensiones, los
problemas con un nimero infinito de restricciones y los problemas discretos (pro-
gramacion entera). Estos ultimos seran estudiados posteriormente mediante algorit-
mos especiales.

Existen tipos especiales en el problema de programacion no lineal seglin sea la fun-
cion a optimizar o las restricciones; en particular destacamos:

Si £ = R" diremos que estamos ante un problema sin restricciones.

Si X = R" y sélo existen restricciones de igualdad diremos que esta-
mos ante un problema clasico de extremos.

@ José Antonio Lopez Orti - ISBN: 978-84-693-4783-6 55

Métodos matematicos - UJI



Si la funcion g es un homomorfismo de espacios vectoriales, diremos
que estamos ante un problema con restricciones lineales. Este problema
tiene dos subclases muy importantes:

Si p(X) = X'QX + p'X donde C es una matriz simétrica
n xnyp € R", diremos que estamos ante un problema de
programacion cuadratica.

Si p(X) = p'X donde p € R™, diremos que estamos ante
un problema de programacion lineal.

Los problemas de programacion dindmica y de control no seran abordados en este
curso.

Los métodos de programacion requieren algin conocimiento acerca del analisis
convexo. Para ello, definimos en primer lugar conjunto convexo.

3.2. Conjuntos convexos

Definicion 3.2.1
Sea K C R". Diremos que K es un conjunto convexosiVz,y € Ky VA € [0, 1]
se verifica que A7 + (1 — \) Y € K.

Ejemplo 3.2.1
Sea K = {(z,y,2) € R¥a® + ¢y + 22 < 1}.

Para estudiar si K es convexo, sean dos puntos cualesquiera (1, y1, 1), (T2, Y2, 22) €
Kysea\ e [0,1].

El punto A(x1, y1, 21) + (1 — A) (22, Y2, 22) = (Ax1 4+ (1= X)a2, Adyp + (1 — Ao,
,Az1 + (1 — X\)z) pertenecera a K si, y solo si, se verifica que

Azt + (1= Naa]” + Dy + (1= Nga] + Pz + (1= N)z)? < 1.
Desarrollando el primer miembro se tiene que
N2+ (1= 2222 + 201 — Nayag + X297 + (1 — N)%92 +20(1 — Ny +

F N2 (1= N2 4201 = N2z = N2+ 2+ 22) + (1= N2 (22 +y2 4+ 22)+
2)\(1 — )\)(l’lmg + Y1Y2 + 212’2) = (*)

Teniendo en cuenta que 22 +y? +22 < 1, 22 +y2 +22 < 1y que 1110 + 192 + 212

es el producto escalar de los vectores 71 = (z1,91,21) , T2 = (72,12, 22) y que

T Ty = ||7u|||72|| cosa < 1 puesto que ||71|| = 22 + 9?7 + 22 < 1,

||7>2|| Zx%+y§+zg < lycosa < 1resulta
F)<NHA =N +20(1 - N =D+(1-NP=1=1

Por tanto, se verifica la condicioén requerida, lo que implica que el conjunto K es
COnvexo. ¢
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Ejemplo 3.2.2

Sea el conjunto K = {(z,y) € R?*|z?+y? € [1,2],2 < 0,y < 0}. Este conjunto no
es convexo, pues los puntos (1,0),(0,1) € K el punto (3, 1) pertenece al segmento
que une (1,0) con (0,1), pues (5,3) = A(1,0) + (1 — A)(0,1) con A = £, pero
dicho punto no pertenece a K, pues (%)2 (5) 1 ¢ [1,2]. Por tanto, K no es
convexo. ¢

Teorema 3.2.1
Sea K € R un conjunto convexo y sea A : R® — R™ una transformacion afin.
Entonces A(K') es convexo en R™.

Dem:
A transformacion afin por tanto, V' € R” se tiene que EIZ> eR”ydf:R" —
—
R™ lineal de modo que A(@) = f(Z) + b.
Sean 71, W2 € f(K),ysea ) € [0,1], entonces 371, 75 € K de modo que
— =S\ = =
y1=A(71), ¥2 = A(Z3), por tanto

AV 14+ (1= N2 = AA(T1) + (1 - NA(T,) =
= A (f(?l) + ?)+) F(1- ) (f(?g)
= AT+ (1= NT2) +AD + (1)
y puesto que & es convexo se tiene que 7 = A7 + (1-— )\)?2 € K, asi
XT14+ (1= NT2 = f(T)+ b € f(K)
y, por tanto, f(K) es convexo. v

Teorema 3.2.2
Sea {K;},.; una familia de conjuntos convexos de R". Entonces (] K; o es vacia o

iel
€s un conjunto convexo.
Dem:

Supongamos que () K; # 0. Sean 7',y € () K;, entonces 7,y € K,

i€l iel
Vi € I. Por tanto, VA € [0, 1] se verificaque A7 + (1 — \)y € K;, Vi € I pues
K; es convexo, de donde A7 + (1 —\)y € () K;. Por tanto, (] K; es convexo. ¥
i€l i€l
Recuérdese que un hiperplano afin en R™ es una variedad afin donde la dimen-
sion del subespacio director es n — 1. Un hiperplano afin en R tiene por ecuacion

a1y + asxy + - - - + apx, + b = 0 donde (al,ag,...,an)#ﬁ).

Definicion 3.2.2
Un semiespacio en R" es un subconjunto de la forma a,x; +asxo+- - - +a,x,+b <

0 donde (ay, as, . .., a,) # 0.

Ejemplo 3.2.3
El conjunto 3z + 3y < 3 es un semiespacio en R ¢
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Un hiperplano afin H = ay21 + asxy + - - - + a,x, + b = 0 divide el espacio R" en
dos semiespacios a;x1+asxo+- - - +a,x,+b > 0y a1z +asro+- - -+a,x,+b < 0.
Si H esta escrito de modo que el primer coeficiente a; no nulo sea positivo, a dichos
semiespacios se les denota por H,y H_.

Teorema 3.2.3
Todo semiespacio afin de R™ es convexo.

Dem:
Sea un semiespacio S = a;x + asrs + - - - + ayx, + b < 0y sean los puntos
(1, T2y xn), (Y1, Y2, - .-, yn) € S, sea A € [0, 1]. Entonces se tiene que

)\((331,372, s 733n>+(1_)‘)(3/173/27 s 7Z/n) = ()\x1+<1_)\)y17 s 7>\xn+(1_)\)yn)

al(/\ml + (1 - /\)yl) + CLQ()\[L‘Q + (1 - A)y2) +--+ an()\xn + (1 - )‘)yn) + b=
= Ma1x1+aswa+- -+ a,x,) + A0+ (1= N)(a1y1 +agya++ - -+ anyn) +(1=A)b =

= Mayz1+agxa+- - Fan T, +b)+(1=XN) (a1y1 +asys+- - -+a,y,+b) < A0+(1-X)0 =0

pues A > 0y 1 — A > 0. Por tanto, S es convexo. v

Teorema 3.2.4
Sea H un hiperplano de R". Entonces H es convexo.

Dem:
El hiperplano H puede escribirse como H = H, (| H_ y puesto que H,; y H_
son convexos, se tiene que su interseccion H también lo es. v

Consecuencia de este ultimo teorema es la siguiente:

Teorema 3.2.5
Toda variedad afin de R" es convexa.

Dem:
Inmediata pues toda variedad afin es interseccion de hiperplanos. v

Teorema 3.2.6
Sea K C R™ un conjunto cerrado y convexo y sea p ¢ K. Entonce son equivalen-
tes:

—

1. 0 ¢ K.

2. 3% € Ktalque (W, 7) >0, V7 € K.

Dem:
H

<) Si3u € Ktalque (u,7) >0, VI € K evidentemente 0 ¢ K pues
- =
(v, 0)=0.

=)

Sea p = inf {||7||; @ € K}. Considérese una sucesion de puntos u’; € K de

; — . NN

modo que lim,,_,; || @ ,|| = p. La sucesion anterior es de Cauchy, pues Vo', W €

R™ se verifica

17"+ W|]* + |7 = w|* = 2| 7|* + 2| [w]”
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de este modo

Ui+ U
173 =511° = 27l P20 1P =1 = | = 21 P2 P =4l ———
En la relacion anterior se tiene que T e K y por tanto, || —=5— Z+ ———Z|| > p, luego

1% = 5" < 2IIHZII2 +2751* -
Asi, puesto que para i, ] — 400, se tiene:

lim ||u1—uj||2<2 hm e ||+2 hm || % ]| —4p=4p—4p =0

i,j—+00

por lo que la sucesién {7’ 2}, es de Cauchy, y por tanto, 37 € K de modo que
||@'|| = p. Por otra parte, se tiene que dicho punto u es tinico, pues sea z € K de
modo que || Z|| = p, entonces

- =

17— = 2|[T|[2+2/[ ] 4|~

Sea u el punto de norma minima p > O en K y sea 7 € K, sea § €0, 1],
entonces

0< 0w +1—-0)7[ - |[w|l =6 - 2N +20(w — 7, ),
y por tanto, V6 €]0, 1]
0<0||w — 7| +2" —7,),

de donde (w, W) — (7, W) = (W — 2, W) > 0y por tanto, (u, T') > p*> > 0.
\4

Teorema 3.2.7 (Primer teorema de separacion)

Sea X C R™ un conjunto cerrado y convexo. Sea p ¢ X, entonces para algin
—
HANS

v eEX, vV # 0 se verifica (U, p) < mf{{V,7); X}

Dem:

Sea S = X — 7, S es laimagen de X por una transformacion afin, por tanto, S
es cerrado y convexo. Puesto que p’ ¢ X, 0 ¢ S, al examinar la demostracion del
teorema anterior resulta que 3v € S, v # 0 de modo que (U, y) > (7, ),
Vy € S,ycomo y = 7 — p setiene que (v, 7 — p) > (¥, V) de donde

— — — — — , — =\ =
(V7)< (7. F) — IITIP < mf{(T, T):; T € X}. v
Definicion 3.2.3
Sea el espacio vectorial R". Llamamos combinacidn lineal convexa de los vectores
k
T, T ..., T n € R"atoda expresion de la forma > Mo 7 idonde A, ..., \; €R,
i=0

)\120, Vz:l,,k,)\1+)\2++)\k:1
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Ejemplo 3.2.4
Sean los vectores de R?, (1,0), (0,1), (1,1). Determinar si los vectores (3,1) y

(%, 0) se pueden escribir como combinacion lineal convexa de los anteriores.
Para que (3,3) sea combinacion lineal convexa de los vectores (1,0), (0,1),

(1,1) deben existir escalares Ay, Ao, A3 € R, Ay > 0, Ay > 0, A\3 > 0, tales que
M4 A+ A3 =1y \(1,0) +X2(0,1) + A3(1,1) = (1, 1). Esto es equivalente a

272
M4+Xd+d = 1
Mo+ =4 (3.1)
AL+ Ao = 3

sistema que resulta compatible determinado y cuya solucion viene dada por A; = 0,
Ay = A3 = %, por tanto, en el primer caso la respuesta es afirmativa.

Para que (3,0) sea combinacion lineal convexa de los vectores (1,0), (0,1),
(1,1) deben existir escalares A1, Ao, A3 € R, Ay > 0, A\y > 0, tales que A3 > 0y
AL+ A2+ A3 =1y Ai(1,0) + A2(0,1) + A3(1,1) = (3, 0). Esto es equivalente a

M+t =1
Ao+ A = i (3.2)
AL+ Ao = 3

El sistema también es, en este caso, compatible determinado, siendo su solucion
A = —%, Ay = %, A3 = 1. Solucién que no cumple el requisito de A\; > 0y, por
tanto, la respuesta en este caso es negativa. ¢

El siguiente teorema nos ofrece una definicion alternativa de conjunto convexo.

Teorema 3.2.8

Sea K C R". Entonces K convexosiVZ i, Zo,..., Tr € K YV A, Ao, ..., \s €
Rcon\; > 0y A+ Ao+ -+ A = 1se verifica que MT1+MTot + M Tk €
K.

Dem:

<)

Sean 7',y € K yseaa € [0,1]. Definiendo \; = a'y A\, = 1 — « se tiene que
M >0, >0y +X=1,portanto, a7 + (1 —a)y =\ 7 + Xy € K,y
asi K es convexo.

=)

Sean 71, To,..., Tr € Kyseal,Xa,..., s ERcon\; >0y A\ + Xy +
cee )\k; =1.

Si k = 1 se tiene que \; = 1y, por tanto, M7T,=17,€K. Supongamos que
se cumple para k — 1, entonces para k se tiene que:

A1
ML+ A MTa=+ -+ M T+
141 k k (1 kl) )\1+"'+/\k—1 1
)\kz—l — —
+--+ Tpo1| + M@
P W k—1 kT k
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i . .,
Sea a; = prE— v 1 =1,...,k — 1, entonces se tiene que o; > 0y también que

ar+ -t o = ili—]:;\:_l = 1, de donde por hipoétesis de induccion
A Ao
= 1+ + 1 €K
(D VIS VI MA N

MEL+ A MTe=M+ )T+ MTe=1 - T + T €K

v

Definicion 3.2.4
Sea S C R". Llamamos envoltura convexa de S al conjunto co(.S) formado por
las combinaciones lineales convexas de elementos de S.

Teorema 3.2.9
Sea S C R™. Entonces co(.S) es el menor subconjunto convexo de R” que contiene
as.

Dem:
Sean 71, U2 € co(K). Entonces se verifica que

yl—i/\i?i, T,eK, )\ >0, Z)\izl
i=1 -
:im7i, ZieK, n>0, imzl
i=1 i=1

y sea « € [0, 1]. Entonces

s

&71 + (1 — @)72 = Za)\l?l + Z(l — 06)77171
i=1 i=1
Sea& =a);, i=1,...,ryseal ;= (1l—a)y, i=1,...,sysea v; =
—_— . — — .
Ty t=1,...,rysea v,y; = 24, ¢=1,...,s. Entonces

r+s
ay 1+ (1—a) 2—Z§,v,
N r+s
donde vy e K,\Vi=1,...,r+s§>0,Vi=1,....,r+sy >, & =1,dedonde
i=1
ay1+ (1 —a)y, € Ky, por tanto, K es convexo.
Sea C convexo de modo que S € C. Sea iy € co(S). Entonces 37, .. .,
p
SCcCy3x€ER, i=1,....pcon); >0y > N\ = 1demodoque y =

7' 1

—
T

p €

p
Y A\ 7; y como C' es convexo se tiene que 3’ Z A\ @' ; € C. Por tanto, co(S) C
1 =1

C! v
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Teorema 3.2.10 (Teorema de Caratheodory)
Sea S € R". Entonces si = € co(S), 2 puede escribirse como combinacion lineal

convexa de un subconjunto { 'y, ..., uw,} C Sdondep <n+1.
Dem:
Sea 7 6 co(S), entonces 3U1,..., Uy I, ..., A € Rcon \; > 0,0 =

2
kaZ)\ = 1 demodo que 7 = Y Muw; Sik < n+1 el teorema
i=1

esta probado
Sik>n+1, supongamos que ese k es el menor valor para el que en las condi-

ciones anteriores 7’ = Z A1 ;. En esas condiciones se tiene: Z MW —7) =
i=1 =1
0.

k

Por otra parte 3o, . . . , o, no todos nulos, de modo que vy = 0y S° N\ (W —

i=2
0. Por tanto, se tiene que Zk:()\l + tay) (W; — @) = 0. Sea t, un valor de ¢ pa-
ra el cual p(t) = min{)\izj—l toy;i = 2,...,k} es nulo. Sea \; + tpa; = 0, sea
M = zk:()\i+t0ai) ysea [3; = H%, asi, se tiene que o; > 0, con 3; > 0, 3; = 0,
Eo -1 k j—1 k

z‘:21 B =1, z:Z1 ﬁi(71—7)+i§1 Bi(w;—7') de donde 7" = ; ﬁiﬂ)i+¢=§1 Bi ;.

= PR
Por tanto, 2" puede ponerse como combinacion lineal convexa de £ — 1 vectores de
S, lo cual contradice la hipotesis de que k£ es minimo. v

Teorema 3.2.11
Sea S C R" compacto. Entonces co(.S) es compacto.

Dem:

Sea S un conjunto compacto de R™. Sea el conjunto V' C R™™! x ] S definido
i=0
como

n
V:{ao,...,an,ﬁo,...,ﬂ)n:aie[0,1],72-65,1':0,...,11;Zaizl}

V' es un subconjunto cerrado y acotado de R(+D?, por tanto, V' es compacto. Sea
n
T : RTD* — R™ definida como (o, 01,y Oy Wo, Uy .oy Uy) = Z ;U

la cual es continua y cuya imagen es co(S) (teorema de Caratheodory). Puesto que
V' es compacto, se tiene que co(.S) es compacto. v

Teorema 3.2.12
Para todo conjunto convexo S C R" son equivalentes:

» ()37 €R " talque (v, W) >0VW € 8S.

= (ii) 0 ¢ co(S).
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Dem:
<) Si (ii) es falso, entonces 3oy, ...,a, € [0,1]y I y,..., Uy € S con

k k
kE<n+1,y> a; =1demodo que 0= 3" ;. Por tanto:
=1 =1

y, por tanto, no todos los valores (v, u ;) pueden ser positivos, lo que implica que
(i1) es falso.

=)
Si (ii) es cierto, se tiene por el teorema anterior que co(S) es compacto y por
3.2.6 setiene que 3v € R™ tal que (v, w) > 0Vu € S. v

Definicion 3.2.5

Sea K un conjunto convexo. Diremos que 2 € K es punto extremo de K si

VZ'y,..., % € Kdemodoque3d\,...,\, € Rcon\; >0y A\ +---+X\, = 1de
k

modo que la relacion 7 = > N T implica necesariamente 7' = ... = 2’ = z
i=1

Teorema 3.2.13 (Teorema de Krein-Milman)
Todo conjunto K C R" convexo y compacto es la clausura de la envoltura convexa
de sus puntos extremos.

Dem:

Sea n = 1. Entonces K = [a, ] y, por tanto, K es la envoltura convexa de sus
puntos extremos {a, b}. Supongamos cierta la hipotesis para dimensiones menores
que n,ysea K C R" Sea S = {7 € K;Z punto extremo de K} y sea H =
co(S). Dado que K es convexo, se verifica que H C K. Puesto que K cerrado se
tiene H C K. Por otra parte, supongamos que H # K, entonces 3p € K — H. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que p’ = 0 pues si no lo es, lo logramos
mediante la transformacion afin A(7) = 7 — p. Como 0 ¢ H,por32V7 € H,
37 € R"™ de modo que se verifica que (7', v') < 0. Sea c = sup{(?,’?)‘ > T €
K} de donde ¢ > 0. Puesto que K es compacto, ese supremo se alcanza en algun
punto, lo que implica que el conjunto K’ = {7’ € K : (7', ¥') >= ¢} es no vacio.
K’ es un conjunto compacto y convexo, pues es interseccion de K con el hiperplano
afin {7 € R*; (7, V) = c}.

Sea 7 punto extremo de K’. Supongamos que z no es punto extremo de K”,
entonces 321, 2o € K con 2 # 21, 2 # Zo,y 3\ €]0,1[ de modo que
Z =A7Z1+ (1 — \)Z, a partir de lo cual se tiene que

c=(Z, )= O0Z 1+ (1-NT00) = NTL 0+ (1= \)(Z, T) <

si (21, 7) < c6{Zy V) < c Portanto, (Z'1, V) = (2, v) = c de donde
71, 7, € K/, por tanto, Z no seria punto extremo de K, lo cual es absurdo. A
partir de este resultado se tiene que z € S C H y, por tanto, c = (2, v') < 0, lo
cual es absurdo. Por tanto, K = H = co(S). v
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Teorema 3.2.14
Sea K C R"™ un conjunto convexo y compacto y sea f : R — R lineal. Entonces,
el méximo y el minimo de f en K se alcanzan al menos en un punto extremo.

Dem:

Sea M =sup{f(7): 7 € K}yyseaK' = {7 € K: f(7') = c}, puesto que
K es compacto, sea M = max{f(7) : 7 € K}, porlo que 37 € K de modo
que f(Z) = My, por tanto, K’ es no vacio. Por otra parte, K’ C K, por tanto,
K’ es acotado, y como K’ = f~1(c) y f es continua, se tiene que K’ es compacto.
Por el teorema de Krein-Milman K’ es combinacion lineal convexa de sus puntos
extremos, y por tanto, /K tiene al menos un punto extremo. Sea T punto extremo de
K'. Supongamos que 37, 7o € K, 71 # @, T o # & de manera que I\ €]0, 1]
de modo que 7 = A7'; + (1 — \) 25, por otra parte se tiene que bien f(7'1) < c,
bien f(7'5) < ¢, o ambas, pues 7’ punto extremo en K’. De este modo, se tiene
que

c=f(T)=M(T1)+ A= Nf(T2) <A+ (1—=ANec=c

lo cual es absurdo, por tanto, 2" es también punto extremo en K. V.

3.3. Programacion lineal

El problema que se plantea en programacion lineal consiste en optimizar una
funcion afin Z = cyx1+coxo+- - -+, x,+d sometida a un conjunto de restricciones
lineales de igualdad o desigualdad dado por

1,171 + 1,22 + +a1,T1 < by
+ + _|_ “ e S e
ap1Ti  +  apory  + +appr < by,
Ap4+1,121 + Ap41,222 + +ap+17nl’1 = bp+1
(ptq1T1  +  Aprg2T2  + Faprgn®t = bpig
Qptq+11T1 +  Qpygr12T2 + +apigrinTt = bp+q+1
Uptqir1 Tt +  Opirgpr2T2 + +aprgtrn®t > bpygir

p,g,r,n€Z conp+q+r>0n>0,c¢,da;r R

La funcién Z a optimizar recibe el nombre de funcion objetivo, el conjunto
K C R™ definido por las restricciones recibe el nombre de conjunto factible, y es

un conjunto convexo. Las variables x1, zo, ..., x, reciben el nombre de variables
de decision, y los coeficientes cy, cs, . . ., ¢, coeficientes de costo.
Definicion 3.3.1
—_ - n . — - . . .y
Sean a’, b € R" Diremos que @ < b sia; < b, Vi = 1,...,n. También
—
diremos @ > b sia; > b,Vi=1,...,n.
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Definicion 3.3.2

Llamamos problema de programacion lineal en forma clasica a un problema de la
forma:

maximizar Z = (¢, 7) +d

J

sometido a:

AZ <D
Ejemplo 3.3.1

Maximizar Z = 2z + 3y — 1
sometido a:
r+2y<4
20 — y <95
z,y >0

¢

Cualquier problema de programacion lineal puede ser reducido a forma clésica; para
ello basta proceder segun:

= Minimizar una funcién Z = (¢, 7’) + d es equivalente a maximizar —Z =

—(¢, @) — d. Ademas, se verifica que Zum = —(— Zinsx).

n n
» Larestriccion ) | a; jz; > b; es equivalente a la dada por — ) a; jx; < —b;.
=1 j=1

n
» Larestriccion ) | a; ;2; = b; es equivalente al par de restricciones
J=1

n

Z a;;r; < b

=1

n
> aijr; > b,
i=1

n
» Larestriccion | ) a; ;x| < b; es equivalente al par de restricciones
=1

n

Z a; jr; < b

J=1

n
> airy > b,
j=1
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= Si 2; es una variable de decision que no requiere ser mayor o igual que ce-
ro, dicha variable puede ser reemplazada por la diferencia de dos variables
positivas u;, v; > 0, esto es z; = u; — v; con u;, v; > 0.

Ejemplo 3.3.2
Escribir en su forma clasica el problema

Minimizar Z = 2z + 3y — 1
sometido a:
r+2y =1
22— y|>5
rz,y € R

Aplicando el procedimiento anterior se obtiene el problema en su forma clasica
como:

Sea

r =TT — X9

Y=x3 — T4

donde X1,X9,T3,T4 Z 0

Maximizar Z; = —2x + 2x3 — 3wz + 3x4 + 1
sometido a:

T1— To+ 223 — 224 <1

T1— To+2x3 — 214 > 1

201 — 209 —x3+ 24 <5

201 — 229 —x3+ T4 > —5

donde T1,T2,T3,T4 >0

Definicion 3.3.3

Llamamos problema de programacion lineal en la forma estandar a un problema
de la forma:

Maximizar la funciéon Z = (¢, 7) +d

)
sometido a las restricciones:

AZ =1

T>0,0>0
AERmm,?GRW,?GR”,?ERm,dER

Todo problema de programacion lineal puede ser llevado a su forma estandar a
partir de su formulacion clasica teniendo en cuenta las siguientes consideraciones
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» Toda desigualdad puede ser transformada en igualdad mediante la adicion o
sustraccion de una variable positiva llamada variable de holgura.

» Toda desigualdad puede ser cambiada de sentido sin mas que multiplicar am-
bos miembros por —1.

Ejemplo 3.3.3
Sea el problema dado en su forma clédsica como:

Maximizar Z = —2x + 229 — 323 + 3z4 + 1
sometido a:

T1— X9+ 223 — 224 <1

T1— To+2x3 —2x4 > 1

201 — 209 — 23+ x4 < H

201 — 29 — X3+ T4 > —5

donde T1,T9,T3,T4 Z 0

aplicando las transformaciones anteriores se tiene el problema en su forma estandar
como:

Maximizar Z = —2x + 229 — 323 + 324 + 1

sometido a:
T, — X9 + 223 — 224 + X5 =1
Ty — X9 + 223 — 224 — g =1
201 — 2209 — T3 + X4 + x7 =35
— 2T + 229 + 23 — 14 + 23 =25

donde X1,T2,X3,T4,T5,Te, L7, T8 Z 0

Definicion 3.3.4
Sea un problema de programacion lineal dado en su forma estandar y sea X' C R”
el conjunto dado por las restricciones del problema

{?GRH;A?:?,?ZH}

Diremos que un punto = es punto basico del problema si 3o € S,, de modo que la
matriz A € R,,,,, puede descomponerse como A = [D|E]| donde D = {d; ,;}, i =
1,...,m;j = 1,...,m, es matriz regular, £ = {e;,,;}, ¢ = 1,...,m;j = m +
1,...,n, de modo que @ satisface 7,, =0, Vi=m+1,....nyDy = b donde
= (Tgys - -+, Tq, )t Si ademds @ € K diremos que 7" es un punto factible
basico.

El nombre de basico se debe a que las columnas oy, 05, . . . , 0, de la matriz forman
una base de R™.
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Teorema 3.3.1
Un punto basico 7 es factible si, y s6lo si, z; > 0, Vi =1,...,n.

Dem:
. . —> ;. .
En primer lugar, si " es basico se tiene que

N Lo Loms1 - = =
Ar=D|...|+E| ... |=b+0=25
'CL‘O'WL ajo"”
y, por tanto, = € K si,ysolosi,z; > 0,Vi=1,...,n. v

Definicion 3.3.5

Diremos que un punto factible es no degenerado si el cardinal de () es n,
esto es, 7 tiene exactamente n componentes mayores que cero. En caso contrario
diremos que 7 es degenerado.

Definicion 3.3.6
Sea un problema de programacion lineal dado en su forma estandar y sea K C R"
el conjunto dado por las restricciones del problema

{Ter A7 =3, 7>7}
ysea 7 € K un punto factible. Llamamos I(7') = {i € {1,...,n} : x; > 0}.

Teorema 3.3.2 (Teorema fundamental de la programacion lineal)

Sea un problema de programacion lineal dado en su forma estandar y sea A el
vector dado por la i-ésima columna de la matriz A. Sea 7 € K un punto factible.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. 7 es un punto extremo de K.

2. {Zl : i € I(7')} es un conjunto linealmente independiente.

Dem:

2)=1)

Supongamos que 2 no es punto extremo, entonces Ju, v € K — {7}y
I\ €]0,1[de modo que @ = AU + (1 — \) W

Para cada i ¢ I(7) se tiene que z; = 0, por tanto, 0 = Au; + (1 — N)v; y
dado que W, v € K setieneque v > 0, v > 6: por tanto, es necesario que
u; = v; = 0.

Por otra parte, se verifica que Au = D, VAU = b portanto, AW~ AT = 0

lo que es equivalente a ) (u; — vz)_/f, = > (w— vz)_/f, - 0.

i=0 i€l()

}

Como {_A>l : i € I(7)} es linealmente independiente, es necesario que se
verifique que u; — v; = 0, VI(Z') y por tanto, u; = v, VI(Z'), de donde v = 7';
conlocual @ = AU +(1-N)0 = AU +(1-\)¥ = &, pero 3w, v € K—{7},
lo cual es una contradiccion. Por tanto, 7 es punto extremo de K.

1) =2)
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Supodngase que el conjunto {Zl i€ I(7 )} es no libre, entonces Jw; €
R, i € I(Z') no todos nulos de modo que > w; A; = 0,y seaw; = 0, Vi ¢

1(7)
I(Z). Denominando como w al vector cuyas componentes viene dadas por w;, i =
1,...,n se tiene que YA € R™, por tanto, se verifica que A(7 £ \uw/) = A7 +

AW:A?:?.Seaa<maﬂx{)\ER : xzj:)\w,—O Viel(7 )} Entonces
Severiﬁcaqueﬁ = ?—Faw - Ky? = 'an € Ky,portant0’§u+ _>

lo cual no es posible pues Z" es un punto extremo de k, por tanto, {ZZ ciel ( )}
es libre. \

Definicion 3.3.7 _
Sea un problema de programacion lineal escrito en forma estandar y sea { A;

i € I(¥)} base de R™. Entonces, llamamos solucién basica asociada a la solucion
del sistema que satisface z; = 0Vi ¢ I(Z)}. A las variables z; de modo que
i € I() se les denomina variables basicas, siendo denominadas las restantes
como variables no basicas.

3.3.1. Algoritmo del simplex

La resolucion de un problema de programacion lineal puede abordarse por di-
versos procedimientos. La solucion del problema de programacion lineal, si ésta
existe, debe alcanzarse en un punto extremo. En este curso se abordara el llamado
algoritmo del simplex (Dantzing, 1948), el cual consta de dos etapas:

= Encontrar un punto extremo de K.

= Cambiar de punto extremo de K de modo que se incremente el valor de la
funcion objetivo Z.

Para la resolucion del algoritmo del simplex debemos tener en cuenta el siguiente
teorema.

Teorema 3.3.3
Sea un problema de programacién lineal dado en su forma estandar. Sea la funcién
n
objetivo Z = > ¢;x; escrita de modo que si z; es variable basica, ¢; = 0 siendo
i=0
/4 M ﬁ
¢; < 0 en otro caso. Entonces, Z alcanza su méximo en K en el punto x” extremo,
tal que sus coordenadas no basicas se anulan.

Dem:
Dado que V& € K se verifica que 2; > 0, i = 1, ..., n, entonces
VY €K, Z(y Zczyz— Zczyzéo
iel(@

Por otra parte, el valor cero es alcanzado pues

n

=1 i€l(T)
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por tanto, dicho punto basico es Optimo. v

Para encontrar un punto extremo se aplica el teorema fundamental de la pro-
gramacion lineal, segun el cual un punto es extremo si, y sélo si, es punto fac-
tible basico, para lo cual bastara que el conjunto de columnas de A correspon-
dientes a los indices de I(') sea linealmente independiente, y que se satisfaga
x; >,0Vi = 1,...,n. En este apartado supondremos no degeneracion, asi las co-
lumnas anteriores formaran una base de R™. En caso de degeneracion, ésta se puede
evitar sumando al segundo miembro de cada ecuacion una cantidad €’ donde 7 repre-
senta la fila correspondiente a la ecuacion y € una cantidad positiva suficientemente
pequena.

La forma habitual de dar las restricciones de un problema de programacion li-
neal es mediante un conjunto de desigualdades lineales para las variables de deci-
sion. Estas restricciones pueden ser transformadas en un conjunto de desigualdades
lineales para un conjunto de variables positivas. Para llevar dichas desigualdades
a la formulacion estandar, las escribiremos, en primer lugar, dejando en el primer
miembro la parte correspondiente a las variables y en el segundo miembro los térmi-
nos independientes, de modo que estos resulten mayores o iguales que cero. Una
vez escritas las restricciones de esta manera, se procede a introducir un conjunto
de variables positivas, llamadas, como es sabido, variables de holgura, las cuales
mediante su adicion o sustraccion permiten transformar las desigualdades en igual-
dades. Si las desigualdades escritas en la forma indicada son todas de la forma <,
entonces habra una variable de holgura por cada ecuacion, de modo que si escri-
bimos como es habitual las variables de holgura al final de la matriz de la forma
estandar, las m ultimas columnas resultan ser

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0O 0 0 ... 1

Por tanto, el punto resultante de igualar a cero las variables correspondientes a las
columnas 1,2,...,n — m sera un punto factible basico; dicho punto resulta 7 =
(0,0,...,0,b1,...,b,)"

En el caso de que hayan aparecido desigualdades de tipo > el proceso anterior
ya no sera posible, pues las columnas correspondientes a las variables de holgura
incluiran vectores de la forma (0,...,0,—1,0,...,0)’, por lo que la solucion basica
consistente en anular todas las variables excepto las de holgura no sera factible
por ser negativos los valores correspondientes a las columnas procedentes de las
desigualdades de tipo <.

Uno de los métodos existentes para la obtencion de un punto factible basico
inicial consiste en la introduccion de un conjunto de variables positivas llamadas
variables artificiales. El procedimiento que se sigue es el siguiente: en cada ecua-
cién en la que la variable de holgura aparece con signo menos, se afiade una nueva
variable artificial. De este modo, el conjunto de columnas correspondientes a las va-
riables de holgura con signo positivo y a las variables artificiales formara una base
de R".
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El problema inicial tendra puntos extremos si y solo si existen puntos extremos
en el nuevo conjunto de restricciones de modo que para cada variable artificial se
tenga z; = 0. El siguiente ejemplo ilustra esta técnica.

Ejemplo 3.3.4
Sea un problema de programacion lineal donde el conjunto KX C R"™ de restricciones
esta definido mediante las desigualdades

3r+2y+z2z2>1
20 +2y <20
z >1

x,y >0

En primer lugar, se escribe el problema en su formulacidon estandar haciendo z =
r1, Yy = T, 2 = w3 (r,y,r son no negativas) e introduciendo las variables de
holgura x4, x5, ¢ > 0 de modo que

3ZL‘1+2{L‘2+JZ3—ZL‘4 =1
2271 + 2232 + x5 =20
s — T = 1

X1,T9,T3,T4,Ts5,Tg Z 0

lo que en forma matricial resulta

T
321 -10 0 ? 1
2 20 0 1 0 {ES =120 3 (L’1,$2,$3,$4,I5,$620
001 0 0 —1]|* 1
Ts
_x6_
obsérvese que si se hace 1 = 9 = x3 = O resulta x4 = —1, x5 = 20, x4 = —1 por

tanto, el punto no es factible.
Para lograr un punto factible inicial se introducen las variables artificiales x7, v >
0 de donde resulta el conjunto K’ C R definido por las ecuaciones

x
X2
€3
0

Xyq

0 = 20 ) L1, T2,T3, L4, x5, Te Z O
Zs

1

Te
T
xrg

SN W
S NN
—_ O =

donde x1, x9, T3, T4, Ts5, Tg, T7, T3 > 0, lo que define un conjunto K’ C RS,
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Resulta inmediato que el conjunto K es la proyeccion sobre R del conjunto
{% € K' : 27 = xg = 0}. Una forma de encontrar tales puntos es mediante la
resolucion del siguiente problema auxiliar de programacion lineal.

Maximizar la funcion Z,,, = — Z variables artificiales = —x7; — xg
sometida a las restricciones
o]
o)
321 -10 0 10]]|™ 1
220 0 1 0 00| =]20
001 0 0 —10 1] 1
Te
Z7
_:L.B_

— 8
€ R°, @y, 29, w3, T4, T5, T, T7, 08 > 0

Evidentemente, K serd no vacio siy solo si la funcion auxiliar Z,,, alcanza como
maximo el valor cero en un punto en que z7 = xg = 0. ¢

Una vez resuelto este problema, del que si se tiene un punto factible basico ini-
cial cuyas variables basicas vienen dadas por las columnas correspondientes a las
variables de holgura que aparecen con signo + y las correspondientes a las varia-
bles artificiales, se dispondra de un punto factible basico inicial. Con ello, como se
vera mas adelante, el problema se reduce a la segunda etapa.

3.3.2. Algoritmo del simplex: forma abstracta

Considérese un problema de programacion lineal dado en su forma estandar
— —

como médx Z = (¢, 7 ) + d de modo que A7 = ?, A€ Rysn, T, ¢ € R",
— N — — —
b eR", 2 >0,b2>0.

Sea 7 € K punto extremo no degenerado. Por 3.3 se tiene que el conjunto de
vectores {Xl i € (7))} es linealmente independiengademés, por la hipdtesis de
no degeneracion es base. Entonces para cada j = 1,...,m existen escalares D, ;
tales que:

icl(2)
Definiendo D; ; = 0'sii ¢ I(7') se puede escribir Vj = 1,...,m

i=1

Sea 7 = D'C. Entonces Vq ¢ I(7') y YA € R se verifica que Zq = > D;;A;,y
=1

(2
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por tanto

b = AT 4\ (Zq—znjpj,iAi) N @A, +AZ<5,QA —AZDJZA

i=1,n
_Z(xmmz% AZDN)A Zyzﬁlz
donde 3y = 7 —AD q+/\5qy5 ;.; es la delta de Kronocher, D, = (Dy 4, ..., Dy )"

yo, = (611,1, N S L

Puesto que ¢ ¢ I(Z'), se verifica que D,, = 0y ¥, = 0, entonces y, =
g — ADy 4 + Aoy = A. Para que y € K es necesario, por una parte, que A > 0. Por
otra parte, se tiene que

7y Zczxz_)\z ?a +)\ZCZ 2,q

de donde
(T, 7) = (T, T) = MNT, D)+ Acg = (T, T) + Meg — f).

Para incrementar el valor de la funcidn objetivo, el valor de ¢ debe tomarse de modo

que ¢, — f; > 0. Noétese que si T < 7 no es posible incrementar el valor de la
funcion objetivo siendo en ese caso 7’ una solucion éptima. Cuando no se cumple la
condicion ¢ < 7, se toma ¢ de modo que ¢, — f, = max{c, — f; : i =1,...,n},
eligiéndose uno de ellos si hay varios.

Para encontrar, siguiendo este método, un nuevo punto extremo, debe tenerse en
cuenta que el nuevo punto 3 debe ser tal que I( ') tenga a lo sumo m elementos.
Como 3 C @ N {q}, bastara con encontrar un A > 0 de modo que exista un valor
i € 7 tal que z; — AD;, =0yz; —AD;, <0sij#i Encasodeser D;, <0
Vi € I(7) se verifica que YA > 0, z; — AD;, > 0, por tanto, ¥ € K y dado que

Z(y) = (¢, 7))+ Ncy — f,) + d se tiene que AHI—E Z () = +ooy, por tanto, se
trata de un problema no acotado.

Si {i € I(T) : Dy >0} # 0sea ) = mfn{gf
tiene que y; < 0Vi € I(Z') N {q},porloque ¥ € K.
Sea p un valor para el que se alcanza dicho minimo, entonces se verifica I(7') C

(I(%) N {q}) — {p}. Para demostrar que ¥ es punto extremo de K bastara demos-
ﬁ

: Dig > O}, entonces se

trar que el conjunto de columnas { A; : i € I(7%)} es linecalmente independiente;
H
paraello,sea » 6 [; A; =0, entonces haciendo 3, = 0 se verifica

i€l(Y)
Z ﬁz Z ﬁlA +ﬁq

iel(y) iel(@

SifB, =0setieneque 3; = 0Vi € [ (?) pues 7 es punto extremo y, por tanto,
las columnas correspondientes de la matriz A son linealmente independientes. Si

@ José Antonio Lopez Orti - ISBN: 978-84-693-4783-6 73 Métodos matematicos - UJI



Bi A

.
B, # 0, se verificaque A, = > 3 A, pero por otra parte también se tiene que
q

i€l(T)
_A>q = > Di,qu y dado que los vectores del segundo miembro son linealmente
iel(T)

independientes, los coeficientes de la combinacién lineal deben ser tnicos. Asi 2 =

Ba
D, Viel (7", por tanto, debe verificarse que B — D,, 4 1o cual no es posible pues

Bq
6P:0pr,q>0,p0rtant0,ﬁq:()_ !

3.3.3. Algoritmo del simplex: método tabular

A continuacion se expone un método tabular para resolver problemas de progra-
macion lineal mediante el método del simplex.
Sea un problema de programacion lineal dado en su forma estandar max Z =

é
<?, ?> + d sometido a las restricciones A7 = b donde 7,7 € R", A € Ry,xn,

— N —_— —> —_— , . .
b e R, de R, 2 > 0, b > 0.El método tabular consiste en escribir el

problema de modo que:
= En la primera linea se escribe los coeficientes de la funcion —Z + (¢, @) =
—d.

» Las siguientes lineas deben contener cero en la primera columna (la corres-
— —
pondiente Z) y a continuacion los coeficientes de las ecuaciones A b = b .

= (Cada linea (de la dos en adelante) contiene una, y s6lo una, variable bésica.
Cada linea contiene una variable basica distinta.

» La ultima columna corresponde a los términos independientes de las restric-
ciones, los cuales deben ser mayores o iguales que cero.

» La funcién objetivo deberd expresarse en funcion de variables no basicas.

Ejemplo 3.3.5
Sea el problema de programacion lineal max Z = 2z + 3y + z + 3 sometido a las
restricciones

r+y+2<7
rT+y+z>-2
r+2y<5H

r <4

z,y >0

Para reducir el problema a variables positivas, sea © = x1, y = %2, 2 = T3 — T4 CON
X1,T2,T3,T4 Z 0.
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Para reducir el problema a su forma estandar, las restricciones deberan ser es-

é
critas de modo que b > 0; asi se tiene

méXZIQ$1+3SL’2+l’3—SL’4+3

sometido a :

J]1+ZL‘2+J]3—I4§7
— X1 — Xy — X3+ T4 <2

T1+ 219 <5

I1§4

L1, X2,T3, T4 2 0

Introduciendo las variables de holgura x5, x4, 7, x5 > 0 se tiene el problema en su

forma estandar como

méXZ:2$1+3$2+l’3—$4+3

sometido a :

L1+ Tog+ T3 — Ty + Ty

— X1 — X9 — T3+ Ty

T1 + 229

X1

+ Zg

X1,T2,T3,T4,Ts5,Te, L7, T8 2 0

Puesto que todas las variables de holgura aparecen con signo + podemos tomar
éstas como variables basicas iniciales, con lo cual el problema se puede expresar de

modo tabular como

=7

=2

+ x7 =35
+ x5 =4

-1 2 3 1 -1 00 0 0]-3
zx 0 1 1 1 -1 1 0 0 0] 7
s 0 -1 -1 -1 1 0 1 0 0] 2
zw 0 1 2 0 0 0 0 1 0] 35
x 0 1 0 0 0 0 0 0 1| 4

La primera columna indica la variable basica correspondiente a cada fila, la segunda
corresponde a la variable Z, las columnas de la tres hasta la diez corresponden
.,xg y la ultima, a los términos independientes. En muchas
ocasiones, por simplicidad, se prescinde de las dos primeras columnas (de una e

a las variables x4, ..

incluso de las dos).

Para aplicar el algoritmo del simplex directamente sobre la tabla debe procederse

del siguiente modo:

1. Si todos los coeficientes de la funcion objetivo son menores o iguales que
cero, el punto basico actual es optimo, con lo que finaliza el algoritmo.

2. Elijase la variable basica x; que aparezca con mayor coeficiente en la funcion
objetivo (si hay varias tomar una de ellas). Esta variable se tomard como nueva

variable basica.
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3. Siel coeficiente a; ; correspondiente a la i-ésima ecuacion es mayor que cero,
dividir toda la fila por a; ;. Sino existe ningiin coeficiente a; ; > 0 el problema

es no acotado finalizando el algoritmo.

4. Delasfilas en que a; ; = 1 elijase la k-ésima de modo que by, = min{b;| a; ; =
1,7 = 1,...,m} (si hay varias que cumplen la condicion escojase una de
ellas). La variable que saldra de la base sera la variable bésica correspondiente

ala k- ésima fila.

5. En toda la columna j hacer el elemento a,; = 0 si ¢ # k utilizando para
ello la fila £, y el proceso de eliminacion gaussiana. Hacer también cero, por
idéntico procedimiento, el coeficiente ¢; de la funcion objetivo.

Ejemplo 3.3.6

Considérese el problema de programacion lineal dado por la tabla anterior, y obténga-

se una solucioén optima.

Dada la tabla (donde no se ha escrito por simplicidad la columna correspondien-
te a Z) se observa que no todos los coeficientes de la funcidon objetivo son menores

o iguales a cero

2 3 1 -1 0 0 0 0)-3
zs 1 1 1 -1 1 0 0 0] 7
z¢ -1 -1 -1 1 0 1 0 0] 2
xzz 12 0 0 0 0 1 0|5
x 1 0 0 0 0 0 0 1] 4

Se observa que el mayor coeficiente positivo de la funcién objetivo es el corres-
pondiente a la tercera columna; asi, debera entrar x5 como nueva variable basica.
Haciendo uno los elementos positivos de la tercera columna correspondientes a las

ecuaciones se tiene

2 3 1 -1 000 0]-3
zs 1 1 1 -1 1.0 0 07
zg -1 -1 -1 1 .0 1 0 0|2
zw 3 1 .0 00 0 4 0] 2
zs 1 0 0 0 0 0 0 1|4

El menor término independiente de las ecuaciones en el que el coeficiente a; 5 es la
unidad es el correspondiente a la tercera ecuacion, por tanto, debera salir de la base

la variable x7; asi se tiene

Lo 1 -1 00 -2 0f-2
5 £ 0 1 -1 10 -2 0] 3
s 5 0 -1 1.0 1 L o] 3
6 3 2 2
110 000 I of 2
zg 1 0 0 0 0 O O 1| 4

Los coeficientes de la funcion objetivo no son en su totalidad menores o iguales a
cero, por tanto, se toma el de mayor valor que es el correspondiente a la tercera
columna. Como el tnico a; 3 > 0 es el correspondiente a la primera restriccion se
tiene que la variable que saldra de la base es z5; asi
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000 0-1 0 -1 0]-15
s 3 01 -1 1 0 -3 0] 3
s 2 0 0 0 1 1 0 0] 9
z, 2 1.0 0 00 L 0] 2
zs 1 00 0 0 0 0 1| 4

Dado que todos los coeficientes de la funcion objetivo son menores o iguales que
cero, el punto actual serd punto factible optimo, asi el punto z; = 0, x5 = g, T3 = %,
ey =0,25 =0, 26 =0, xz7 = 0, x5 = 4 es punto factible dptimo, siendo el valor
del problema Z = 15. En funcion de las variables de decision el dptimo, se alcanza

en el punto (z,y, z) = (0,32, 9).

Ejemplo 3.3.7

Sea el problema de programacion lineal dado por
M&xZ =y —=x
sometido a:
y—2x <1
20—x > —1

Puesto que no se indica que z > 0, y > 0 se introducen las nuevas variables
x1,To,x3,24 > 0 demodo que x = x1 — To, y = 3 — X4.
Introduciendo las variables de holgura x5, x5 > 0 se tiene el problema:

Max 7 = —x1 + x5 + x3 — x4 sometido a las restricciones:

—2x1+ 209+ 23 — T4+ x5 =1
$1—[E2—2$3+2$4+ZE6:1

X1,T2,T3,T4,Ts5,Tg Z 0

lo que en forma tabular se expresa como:

-1 1 1 -1 00]0
2 2 1 -1 1 0]1
I -1 22 20 1]1

Las variables basicas son x5, x¢.

El mayor coeficiente positivo de la funcidon objetivo es 1; por comodidad ha-
remos entrar en la base x3 puesto que su coeficiente en la primera ecuacion es la
unidad. Asi, se tiene:

1 -1 0 0 -1 0]-1
2 2 1 -1 1 01
3 3 0 0 2 1|3

Puesto que el unico coeficiente positivo de la funcion objetivo es el correspondiente
a x1 y los coeficientes de x; en las ecuaciones de restriccidn son negativos, se tiene
que el problema tiene solucién no acotada Z = +oo. ¢
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Ejemplo 3.3.8
Resolver el problema de programacion lineal:

max Z = x +y sometida a las restricciones:
2v+2y <1
3z +3y >1

Para resolver el problema, puesto que =,y > 0, hacemos z = z1, y = x5 € in-
troducimos las variables de holgura x3,z4, x5 > 0 para reducir el problema a su
formulacion estandar. Maximizar la funcion Z = x; + x9 sometida a las restriccio-
nes:

21’1+2$2—|—$3 =1
3x1+ 3T+ — x4 =1

1
Tyt et — Iy :g

L1,X2,T3,Ty4,Ts Z 0

Puesto que las columnas correspondientes a las variables de holgura no forman
una base admisible, es necesario introducir variables artificiales para completar la
base. Asi, introduciendo las variables zg, x7 > 0 se obtiene el problema auxiliar
correspondiente a la fase I:

Fase I:

Maximizar la funcion Z = —xg — 27 sometida a las restricciones:
201 +2x0 + w3 + - - =1
3[L‘1+3$2+"'—ZE4+"'+ZE6 =1

1
5L'+—£L'5+.’L'7 :g

X1,T2,T3,T4,Ts5,Tg, L7 Z 0

lo que en forma tabular se escribe como:

000 0 0 -1 -1]0
221 0 0 0 01
330 -1 0 1 01
100 0 -1 0 1|4

Escribiendo la funcién objetivo como funcion de variables no bésicas se tiene:

4 30 -1 -1 002
221 0 00 01
330- 0101
100 0 -1 0 11
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el mayor valor positivo de la funcion objetivo es el correspondiente a la primera
columna; asi:

4 -1
1 0
1 1o
1 -1

S = =W
O OoONvH O
S wim O —
Swi- Ol O
—_ O OO
O =00 [ =D [ ot | O

el menor valor es el correspondiente a la tercera fila; asi, saldrd de la base z; y
entrara .

03 0 -1 3 0 -4]|:2

3
01%(1)1(1)-11—20
010 -5 1 5 -1
100 0 -1 0 1]

El mayor valor de la funcion objetivo es el correspondiente a la quinta columna; asi,
se tiene:

0 00 0 0 -1 -1‘0
00 110 T 0!
010 -+ 1 & a2
1 1 0 —% 0 % %
con lo que finaliza la fase uno x4 = 27 = 0, Z;, =0
Fase I1:
1 1.0 000
T 1 T
0 0 3 i 0 16
0 1 0 -3 1]+
110 -5 0 3

Escribiendo la funcion objetivo en funcion de variables no basicas se obtiene

000 % 0f-2
00 3 = 0f 2
01 0 -1 112
110 L ool

3 3

puesto que el unico valor positivo de la funcidn objetivo es el correspondiente a la
cuarta columna, se tiene:

1 1
00 0 1 0f-%
00 3 1 0f3
010-%1%
110 -3 0f 3

y por tanto:

1 1
oo-goo\-?
00 3 10,
0 1 3 0 14
11 5 0 0] 3
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Por tanto, una solucion del problema es z; = %, To =23 = 0,14 = %, Ts = %,
Z = 3. ¢
Ejemplo 3.3.9
Obtener el minimo de la funcion Z = = — y + 4 sometida a las restricciones
r+y+2<1
r+2y>7
r,Yy,2 >0

Puesto que z,y,2 > 0 basara v = x1, y = 29, 2 = T3 con ry,xo,x3 > 0.
Introduciendo variables de holgura x4, x5 > 0 se tiene

T+ Ty t+ax3t+as=1
$1+2LE2—$5 =17
L1, T2, X3, T4, X5 Z 0

Puesto que la variable de holgura x5 aparece con signo menos, para formar base
inicial es necesario introducir la variable artificial x4 > 0, con lo que resulta

T1+ 2o +ax3+as=1
$1+2[L‘2—ZE5+I’6:7

X1,x2,T3,Ty4,Ts5,T¢ Z 0

Fase I:
Se procede a maximizar la funcion auxiliar Z,,,, = —xg.
Expresando el problema en forma tabular se tiene
0000 0 -1]0
1 1.1 1 0 0]1
1 20 0 -1 1|7
de donde
1 200 -1 0|7
I 1.1 1 0 0]1
1 20 0 -1 1]7

El mayor coeficiente positivo de la funcion objetivo es el correspondiente a la se-
gunda columna; asi

1 200 -1 07
I 111 0 0]l

7
F 100 5 3]

el menor término independiente es el correspondiente a la primera ecuacion; asi, se
tiene

-1 0 2 2 -1 015
1 1 1 1 0 0]1

1 1] 5
5 0 -1 -1 -5 5|3
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dado que todos los coeficientes de la funcion objetivo son negativos, se tiene que
el punto actual es punto dptimo, siendo el valor del problema Z,,, = —5 el cual
se alcanzaen el punto x; = 0, 29 = 1, 23 = 0, 24 = 0, z5 = 0, z¢ = 5. Dado
que dicho valor no es cero, se tiene que el conjunto factible del problema inicial es
vacio y, por tanto, no hay puntos 6ptimos. ¢

Solucion general

En ocasiones es posible llevar el problema de programacion lineal a una forma
en la que las variables no bésicas vienen dadas por z;,, . .., x, y en la que la funcion
objetivo se expresa como ¢;, T;, +- - -+¢; x;,+dcons < rydondec;, <O0,,...,c;, <
0. En este caso, para obtener el minimo de la funcion objetivo podemos proceder
a igualar a cero las variables no basicas, y resolver el sistema restante para las
basicas, con lo que obtiene un punto factible dptimo en el cual se alcanza el valor
del problema Z = d.

En este caso, puesto que la funcioén objetivo no depende de z;_, ,, ..., x;,, para
obtener dicho maximo bastara con anular las variables no basicas que aparecen en
la funcion objetivo, alcanzdndose también el valor Z = d, pues esta es indepen-
diente del valor que tomen las variables z;,_, ..., x;,. Asi, el valor del problema se
obtendra en el conjunto

S={FER" AT =1, 7> 0,2, =0,..., 2, =0}

Este conjunto es conveniente escribirlo partiendo de la formulacion estandar inicial,
pues siempre es deseable dar la respuesta del problema en funcion de las variables
de decision.

Ejemplo 3.3.10

Maximizar Z =z +y

sometido a:

dr+3y > 1

20+ 2y <1

x,y >0 (3.3)

Encontrar su solucién general.

Para expresar el problema en funcion de variables positivas, dado que z,y > 0
basta definir x = x1, ¢ y = 5. A continuacion se introducen las variables de
holgura x3, x4, > 0 de modo que el problema se reescribe como:

Max Z = x; + x9 sometido a las restricciones:
3$1+33§'2—$3: 1
21’1+2£L’2+[L‘4 =1

L1, T2,T3, T4 Z 0
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Fase I:
Puesto que la variable de holgura x3 aparece con signo menos sera necesario
introducir la variable artificial x5; asi, se tiene

3r1+3x —x3+ 25 =1
2$1+2[E2+I4:1

L1, T2,T3, Ty 2 0

lo que en forma tabular se escribe como:

00 00 -1]0
33 -1 0 11
22 01 01
3 3 -1 0 0]1
33 -1 0 11
22 01 01
33 -1 0 0]1

T 71
1 0 L o]l

Tomando como nueva variable basica x, se tiene:

00 00 -1]0

1 1 1
v o 1Yol
00 5 35 3%

con lo que finaliza la fase L.
Fase II:

11 000

1 1
v o 198
00 35 3515

Para tener las columnas de la base z, 4 en forma candnica, se multiplica por dos
la ultima fila, asi

Expresando la funcion objetivo en funcion de variables no basicas se tiene

O = =
O = =
wlww:H ()
— OO
wWi—wiH O

00 1 0f-
11 -3 0] 3

2 1
00 = 1|3

por tanto:
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1 1

0 % 0 -;

PSR

de donde

1 1

0 0 O -? -15

1 1 0 -35 ?

00 1 5|35

Las variables basicas son 1, x3; asi la solucion general del problema lineal aso-
ciado es que la funcion Z alcanza un valor maximo de % Puesto que la variable no
bésica x5 no aparece en la funcidn objetivo no es necesario anularla; asi, partiendo
de la forma estandar inicial, se tiene que el conjunto .S donde se alcanza el maximo
esta dado por las ecuaciones

3r1+ 31y —x3=1
21’1+2£L’2+ZE4:1

T1,T2,T3,T4 Z 0
a la que se anade x4, = 0; asi, resulta

3$1+3$C2—$3:1
201 4+ 2x9 =1

1, 22,23 2> 0
eliminando las variables de holgura podemos escribir en forma de desigualdades

31’1 +3CL’2 S 1
21‘1 —|—2.T2 =1

Ty, 22 >0
cuya solucion es:

201 + 29 =1

x1,T2 > 0

Escribiendo este resultado en funcion de las variables de decision se tiene

20+ 2y =1
z,y >0
9 1
S = (x,y)€R|x+y:§,x20,y20
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Tema 4

Programacion entera

4.1. Introduccion

El problema de programacion entera es un problema consistente en optimizar

f(xy,...,x,), sujeto a restricciones dadas por g;(z1,...,x,) < b, i =1,....m
conz; >0,i=1,....n,yz; € Zt ={0,1,2,...},Vj eI C{l,...,n}. Cuando
I ={1,...,n} diremos que el problema es entero puro y cuando / # {1,...,n}

diremos que el problema es entero mixto. El problema de programacion entera mas
estudiado es el lineal, el cual podemos formular como:

Optimizar < ¢, 7 >, sometidoa A7 < ?, A€ R,un, b e R™,
bt

b>0.

r; >0,5€{l,....,n}z; € Zt,Vj eI C{l,...,n}.

Nuestro estudio se reducird, en este curso, a problemas de programacion lineal en-
tera (en particular cuando 7 = {1,...,n}).

Cuando se intenta la resolucion de un problema de programacidn entera, parece
logico pensar que un buen procedimiento puede ser la resolucion del problema sin
contar con la restriccion de variables enteras, para a continuacidn a partir de la so-
lucién del problema continuo buscar por aproximacion por redondeo la solucion
del caso discreto. Lamentablemente, este procedimiento no proporciona en muchos
casos buenos resultados.

Los procedimientos principales para la resolucion del problema de programacion
entera se clasifican en métodos algebraicos, métodos combinatorios y métodos de
enumeracion. Estos métodos consisten fundamentalmente en:

Meétodos algebraicos: consisten en anadir restricciones al problema con-
tinuo asociado de modo que éste, junto a las nuevas restricciones, tenga
solucion factible dptima entera. Este método consiste en eliminar de la
region factible del problema continuo partes que no son factibles en el
problema discreto. También recibe el nombre de método de los conjun-
tos de corte.

Métodos combinatorios: en este grupo se incluyen algoritmos de na-
turaleza combinatoria que poseen la propiedad de que el nimero de
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pasos esta acotado por una expresion de tipo polinomica en n. Entre es-
tos métodos esta el de Goromy, consistente en ir efectuando redondeos
a las variables del problema continuo, imponiendo a su vez condiciones
adicionales, lo que conduce a un proceso de programacion dinamica.

M¢étodos de enumeracion: partiendo de que el nimero de posibles so-
luciones Optimas debe ser finito, se busca mediante la enumeracion de
¢éstos (o exploracion dirigida ) una solucion factible 6ptima. Este méto-
do suele utilizarse en un tipo especial de problemas de programacion
entera; los problemas cero-uno, en los que las variables pueden tomar
unicamente valor cero o uno.

En el presente curso unicamente estudiaremos en cierta profundidad los métodos
algebraicos, en particular los métodos de ramificacion, y el método de los planos de
cortes, lo cual es suficiente para nuestros propositos. Los métodos de ramificacion
y de planos de corte parten de la solucion del problema lineal asociado, problema
que a continuacion definimos:

Definicion 4.1.1

Sea el problema de programacion entera definido por:
Optimizar < ¢, 7 >,
sometido a A7 < ?, A€ Rysns b e R™, b >0,

r; >0,5€{l,....nhz; € ZH,Vjel C{l,...,n}
Llamamos programa lineal asociado al problema:
Optimizar Z =< ¢, 7 > +d.

sometido a A7 < ?, A€ Ry, d € R.
r; >0,5€{l,...,n}

4.2. Meétodo de ramificacion

Sea el problema de programacion entera dado por

Optimizar < ¢, 7 >,
sometido a A7 <

— — —
b,AeR,,xn, b €R™, b > 0.
r; >0,je{l,....,n}x; € Zt,Vje{l,....r}, r <n.

El método de ramificacidon consiste en resolver, en primer lugar, el problema lineal
asociado, obteniéndose para éste una solucion 7'. Entonces si j € {1,...,r}y
xr; = t; ¢ Z resulta que en el problema entero se debe verificar necesariamen-
te una de las siguientes condiciones: x; < Elt;] o bien z; > E|[t;] + 1, donde
EJ] ] representa la funcion parte entera. Consecuencia de esto es que el proble-
ma inicial se descompone en una serie de problemas consistentes en afadir a éste
las restricciones derivadas de las condiciones z; < E|[t;|, z; > E[t;] + 1 donde
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jgefie{l,....r}:

t; ¢ Z}. Notese que esto implica resolver 27 problemas
donde p es el nimero de variables no enteras.

La solucion del problema entero se alcanza cuando, una vez resueltos estos pro-
blemas, resulta que el mayor de los maximos de los distintos problemas se alcanza
en un punto en el que se cumplen las condiciones de integridad, en cuyo caso, ésta
es la solucion del problema. En caso de no cumplirse lo anterior, debe procederse
a la ramificacion de los problemas anteriores comenzando por el de mayor maximo

hasta que se satisfaga la condicion de integridad requerida.

Ejemplo 4.2.1

Maximizar la funcion

Z:ZE1+2£L‘2

sometida a las restricciones

41 4 329 < 12

—x1+ x2< 2

21,72 >0

T1,x9 € Z

En primer lugar, se tiene que el problema lineal asociado viene dado por

Maximizar la funcion

Z:ZE1—|—2IL‘2

sometida a las restricciones

41 4 329 < 12

—x1+ x2< 2

21,22 >0

que en su forma estandar resulta

Maximizar Z = x1 + 229

sometida a las restricciones

4[L‘1+3£L’2+l’3 =12
— I + i) +$4 = 2
T1,T2,T3, T4 2 0
lo que en forma tabular resulta
Bésicas |1 2 0 0] O
T3 4 3 1 0]12
Ty -11 0 12
0 12 2
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El mayor coeficiente de la funcion objetivo es el correspondiente a la variable
To; asi se tiene

Basicas | 1 2 0 00
T3 3 1 5 0]4
zg |11 0 1]2

y puesto que el menor término independiente correspondiente a las filas en que es
uno, el coeficiente de x5 es el de la segunda, se tiene

Basicas [ 3 0 0 -2|-4
T3 0 3 1|2
s |11 0 1]2

El mayor coeficiente positivo de la funcion objetivo es el correspondiente a la va-
riable x; asi, se tiene

Basicas \ 300 21|-4
no 10177
2 |-1 1 0 1|2
de donde
L 3 5 46
Basicas \ 0 0 e 2 A 2
46 20
=z = 0 0

Puesto que la funcion objetivo esta expresada en funcion de variables no basicas y
todos sus coeficientes son negativos, se tiene que la solucion actual es maximo de
Z. Dicha solucioén viene dada por z; = g, Ty = ?, r3 = 0, x4, = 0. Esta solucion
no cumple el requisito de integridad establecido, por lo cual deben imponerse las
condiciones adicionales para x; de cumplir z; < 06 x; > 1, y para x5, x5 < 2
o T3 > 3.

De este modo tenemos cuatro posibles condiciones adicionales dadas por:

m Casol: 21 <0, 29 < 2.

CasoIl: z; <0, z3 > 3.

Casolll: z1 > 1, 25 < 2.

CasoIV:x; > 1, x5 > 3.

A continuacion procedemos a resolver estos casos de modo independiente.
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Caso I: En este caso necesariamente x; = 0, por lo que el problema se podria
simplificar. No obstante, sera resuelto sin tener en cuenta dicha circunstancia.

max Z = xq + 2x9

sometida a las restricciones

41 4 329 < 12
—x1+ 72 < 2
1 <0

To < 2

Ty, 29 > 0
que en su forma estandar resulta

Maximizar Z = x; + 229

sometida a las restricciones

41 + 329 + 3

— 1+ Zo + x4
T+ + x5
+ X + X6 =
X1,T2,X3,Ty4,Ts5, L6 Z 0
lo que en forma tabular resulta
1 20 0 0 0 0
310 0 012
-1 1.0 1 0 0| 2
1 0001 0O
01 0 0 0 1] 2
asi
1 2 0 0 0 00
1
3 1 300 04
-1 1. 01 0 0]2
1 0001 00
01 0 0 0 1|2
de donde
300 -2 0 0|4
7
0 5 -1 0 0] 2
-1 1.0 1 0 0] 2
1 00 01 0]O0
1 0 0 -1 0 1]O0

expresando la base en forma canonica se tiene
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300 -2 0 0|4
7 01 -3 0 0|6
-1 1.0 1 0 0 2
1 00 01 00
1 0 0 -1 0 10
a continuacion, se tiene
00 0 -2 -1 0|4
7 01 -3 -7 0] 6
O 1 0 1 1 02
1 0 0 1 0] 0
00 0 -1 -1 1,0

Dado que todos los coeficientes de la funcién objetivo son menores que cero, se
tiene que el punto actual vy = 0, 29 = 2, 23 = 6,24 = 0, x5 = 0, ¢ = 0 es
punto factible 6ptimo y dado que cumple la condicion de integridad, es solucion del

problema entero en el caso I.
El valor del problema resulta Z; = 4.
Caso II:

max Z = x; + 2x»
sometida a las restricciones
41+ 329 < 12

—x1+ x2< 2

1 <0

To > 3

x1,22 20
que en su forma estandar resulta

Maximizar Z = 21 + 229

sometida a las restricciones

41 + 329 + 23 =12

— 1+ x2 = 2
1+ + x5 =0
+ 29 —Tg= 3

X1,T2,T3,T4,Ts5,Tg Z 0

Puesto que la variable de holgura x4 aparece con signo menos, sera necesario buscar,
en primer lugar, una base inicial, lo que trataremos de lograr mediante la introduc-
cion de una variable artificial y maximizando la funcion auxiliar 7, =
problema resultante lo podemos escribir en forma tabular como:

Fase I
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12

-1
0

0 00 0 0 O

4

1 0 0 O

3

0

-1

0 0 0 1

1

0

0 0 0

1

Expresando la funcion objetivo en funcion de variables no basicas, se tiene

12

0

-1

0 0 O
1

0

1
3

0
4

0 0 0 O
1
0 0 O

1

0 0 0] 2
1

0 0 0

0 0,0

-1

1

0

Aplicando el método del simplex se tiene

Nt AN O on N <F AN O on
OO OO~ SO O O —
oo o — O SO O — O
SO — O O SoC — O O
O NS O O OO O O
—_—— O — —f—— O —
SN — O S I — O

de donde

A continuacion

—laN N o — — o N © — — ol © —
oo oo — SIoC OO — S oo —~
S|oCc O —~ O =N el =] SIoCc o~ O
== Tl = o 7 i o
O HNnO O O S|— O O O O IO O O
SoC — O O SN — O O SNoC — O O
— e — — — e~ = = — = T =

expresando la base en forma canodnica, se tiene

A continuacion se tiene
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de donde

0O 0 0 -1 -1 0 O0]1
1 0 % % 0O 0 O g
-1. 1.0 1 0 0 0]2
1 00 0 1 0 010
1 0 0 -1 0 -1 1]1
Finalmente
0O 0 0 -1 -1 0 0]1
1 O % % 0 0 O g
-1 1.0 1 0 0 0]2
1 0 0 0 1 0 00
1 0 0 -1 0 -1 1]1
En este caso, se obtiene Z,,, = —1 con lo que el conjunto factible del problema
correspondiente al caso II es vacio.
Caso III

max Z = xy + 29
sometida a las restricciones
41 + 39 < 12

—r1+ 1< 2

T > 1

Ty < 2

Ty, w9 >0
que en su forma estandar resulta

Maximizar Z = x1 + 2x9

sometida a las restricciones

4x1 4 329 + 3 =12
— T+ T2 = 2
x + — T5 =1
+ 9 +x6 = 2

X1,T2,X3,T4,Ts5, Te Z 0

Puesto que la variable de holgura x5 aparece con signo menos, sera necesario bus-
car, en primer lugar, una base inicial, lo que trataremos de lograr mediante la in-
troduccion de una variable artificial x; > 0 y maximizando la funciéon auxiliar

Zaue = —x7. El problema resultante lo podemos escribir en forma tabular como:
Fase I:
O 000 0 0 -110
4 31 0 0 0 01|12
-1 1.0 1 0 0 0] 2
0 00 -1 0 1]1
1 00 01 0] 2
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Expresando la funcion objetivo en funcion de variables no basicas, se tiene

1 0 00 -1 0 O0]11
3 1.0 0 0 0]12
-1.1.01 0 0 0] 2
1 000 -1 0 1]1
0 1 00 0 I 02

Aplicando el método del simplex, se tiene
1 00 0 -1 0 0]1
1 2 0 0 0 03
-1 1.0 1 0 0 0]2
0 00 -1 0 1]1
1 0 0 0 1 02

y de aqui

0 000 0 0 -1]0
02 70 1 0 -1]2
0101 -1 0 1]3
1 0 00 -1 0 1]1
0 1 0 0 1 0|2

Puesto que la funcion objetivo auxiliar alcanza su maximo Z,,, = Oenzy; =0

se pasa a la fase II.
Fase 11

1 2 0 0 0]0
0 & I 02
01 01 -1 0|3
1 000 -1 01
01 00 12

Escribiendo la funcion objetivo en funcion de variables no basicas, se tiene

0O 2 0 0 1 0]-1
02 1+ 0 1 0f2
o1 0 1 -1 03
1 0 0 0 -1 01
01 0 O 1] 2
de donde
02 0 0 1 0]-1
01 : 0 3 03
01 01 -1 0|3
1 0 0 0 -1 01
0O 1 0 0 0 1|2
de donde
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O 00 0 1 -21]-5
T 1 2
00 3 0 3 -1]3
O 001 -1 -1]3
1 0 0 0 -1 011
O 1 0 0 0 112
por tanto,
0 0 0 O 21-5
1 3 1
00 7 0 1|3
0o 001 -1 -1]3
1 0 0 0 - 01
01 0 O 1|2
Asi, resulta
1 5 11
1
0 0 % 0 1 -% g
0 0 % 1 0 -% g
1o ; 00 -5 3
o1 0 0 0 1|2
El punto 6ptimo se encuentra en zy = 3, 20 = 2, 24 = 26 = 0, 23 = 3, 14 = 1,
siendo el valor del problema Z = %
Caso 1V
max 2z = xq + 2x9
sometida a las restricciones
4ZU1 + 31‘2 S 12
—x1+ x2< 2
T Z 1
T Z 3
1,72 20
4.1)

Para resolver este problema lo haremos directamente en forma tabular, siendo
en este caso necesario recurrir a las dos fases; asi, se tiene:

Fase I
o 0 00 0 0 -1 -1]0
4 3 1 0 0 O O O]12
-1 1.0 1 0 O O 0]2
1 0 00 -1 0 1 0]1
O 1.0 0 O -1 0 13

Expresando la funcion objetivo en funcion de variables no basicas, se tiene
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12

-1 -1 0 0| 4

0
0

-1
0 0 O

0 0

0 0 0

0

0 0 0] 2

0

-1

0 0 0
1

1

0

0

A continuacion

<t [ AN — N <t |cNh AN — N
S o o — S o o —
S O — O oS o — O
oo — o O oo — o O
o HTO O O o HTO O O
— It — O — It — O

por tanto

y asi

-1 013

1
1

0 0 0 -1

1

0

012
0

0
0
0

-1

=IO

e <t —

S O

-1
00 0

0 0 O

1

0

A partir de esta tabla, se tiene

polen N

-1 03

0 0 0 -1

1

0

S O

e oy
1

S O

alocham

O -

—om O

S O

0 0 0 -1 O
0 0 0 -1

1

0

de donde

— | 0| e D w—) D

SO O

oA T 00— <ion

coco

e ontled 1o

S — O O

=1 e =~ —I
1 g 1 O 1

— o O O

S O — O

El mayor coeficiente positivo de Z,,, es %; asi

— ool e t= — —| <

S O O i

1_34__31 — p—

o o o

4_34_31 — p—
1 1 1

O O O

—lon — = <t
S el c e R

— o O O

S o —= O
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Por tanto, en este caso el conjunto factible resulta vacio por no ser cero el maximo
de la funcién objetivo auxiliar.

Analisis de resultados

En los casos anteriores se han obtenido los resultados

Caso: |1 II III VI
Zpaw |4 0 20
Tomax | 0 0 % 0
Ymaz |2 0 2 0

El maximo se alcanza en el caso III, no siendo alcanzado con x|, x5 € Z, pues la
variable x; no cumple la condicion de integridad; por tanto, debera separarse en dos
regiones, 1 < 1y x; > 2, lo que se analizard como caso V cuando z; > 1, z; < 1,
y x9 < 2ycaso Vlcuando 1 > 1, 1 > 2, x5 < 2, lo que resulta equivalente a:

m CasoVizy =1, 29 < 2.
m CasoVI:zy > 2y 2y < 2.

Caso V

En este caso procederemos a simplificar el problema (podria procederse igual
sin hacer esto); asi se tiene el problema inicial con las restricciones adicionales
r1 = 1, x9 < 2, por tanto, este se reduce a :

max Z = 1+ 2x,

sometida a las restricciones

44+ 319 <12
-1+ 22< 3
Ty < 2

z9 >0

(4.2)
lo que equivale a

max Z = 2xs + 1
sometida a las restricciones
To < 2

T9 >0

Introduciendo variables de holgura y escribiendo en forma tabular, se tiene

(2 0]-1 -5
x3 |1 172 |1 1 2]
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por tanto, zo = 2, 3 = 0, Z = 5, y recordemos que z; = 1.

Caso VI

En este caso deben anadirse al problema inicial las condiciones x1 > 2y xo < 2.
max Z = x; + 2x»
sometida a las restricciones
41 4 329 < 12
—x1+ x2< 2
T, > 2
To < 2

x1,22 20
que en su forma estandar resulta

Maximizar Z = xq + 229

sometida a las restricciones

4x1 + 329 + 23 =12

— T1+ T2 = 2
1+ — 5 = 2
+ T2 +x6 = 2

X1,T2,T3,T4,Ts5,T¢ 2 0

Puesto que la variable de holgura x5 aparece con signo menos, sera necesario bus-
car, en primer lugar, una base inicial, lo que trataremos de lograr mediante la in-
troduccion de una variable artificial x7; > 0 y maximizando la funcién auxiliar

Zaue = —x7. El problema resultante lo podemos escribir en forma tabular como:
Fase I:
0 0000 0 -1(0
4 3 1.0 0 0 0]12
-1 101 0 0 0|2
1 000 -1 0 1|2
0 1.0 0 0 1 O0/]2
Expresando la funcion objetivo en funcion de variables no basicas, se obtiene
1 00 0 -1 0 02
4 31 0 0 0 012
-1 1.0 1 0 0 0] 2
1 00 0 -1 0 1]2
0 1. 00 0 1 0]2
por tanto,
1 0 0 0 -1 0 02
1 % i 0 0 0 0|3
-1.1.01 0 0 02
1 0 0 0 -1 0 1]2
0 1. 00 0 1 0]2
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de donde

0000 0 -1 O
02 4+ 01 0 -1]1
0101 -1 0 14
1000 -1 0 1]2
01 00 1 0|2

por tanto Z,,,, alcanza el valor Z,,, = 0 con x7 = 0.

Fase I1
I 2 0 0 0 00
0 2 2 0 1 01
01 01 -1 04
1 0 0 0 -1 02
01 0 O 1]2

Expresando la funcion objetivo en funcion de variables no basicas, se tiene

0200 1 0[=2
0 2 I0 01
01 0 1 -1 0f4
1000 -1 0|2
01 00 12

El mayor coeficiente positivo de Z es el correspondiente a x5, por tanto,

02 0 0 1 0]-2
T 1
01 5 0 3 03
01 01 -1 0|4
1 0 0 0 -1 0|2
01 0 0 0 1|2
de donde resulta
2 5 14
0.0 -4 0 -5 0]y
00 11 &gl
"3 3 3
1 0 0 0 -1 0| 2
4
00 -1 o0 & 1|2
el maximo se alcanza para x; = 2, x3 = 3, 13 = 25 = 0, x4 = 3, 26 = 2, siendo el

14

valor del problema Z = .

Analisis de resultados

Una vez resueltos los casos V' y VI, los cuales sustituyen al caso III. resulta la
tabla:
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Caso |1 I VI V VI
Zma:(: 4 @ @ 5 13_4
Tmaz |0 0 0 1 2

4

Ymaz 2 Q) @ 2 3

el maximo de Z es el correspondiente al caso V. Dicho maximo es alcanzado en el
punto x; = 1, zo = 2, el cual cumple las condiciones de integridad. Por tanto, ésta
es la solucion del problema siendo el valor de éste Z = 5. ¢

4.3. Método del plano de corte

Para evitar el enorme coste que puede llegar a tener el método de ramificacion
se introduce el método de los planos de corte, el cual optimiza las restricciones
que hay que afiadir cuando encontramos una solucion del problema lineal asociado
que no cumple con las condiciones de integridad requeridas de programacion lineal
entera formulado anteriormente. Sea el problema lineal asociado al problema de
programacion entera formulado anteriormente dado por

Optimizar < ¢, 7 >,

H
sometidoa A7 < b, A€ R,y

z; >0,7€{l,...,n}

Para resolver el problema entero supondremos, en primer lugar, que se tiene
resuelto el problema lineal asociado y que = es una solucidon optima del problema
lineal asociado, la cual no es entera, pues caso de serlo €sta seria también la so-
lucion del problema entero. Un plano de corte es un hiperplano de R™ que separa
estrictamente {2} del conjunto de soluciones factibles enteras del problema. Un
corte es una restriccion lineal de desigualdad que satisface:

1. Elimina la solucion 6ptima del problema lineal asociado que no satisface las
condiciones de integridad.

2. Es verificada por todas las soluciones factibles del problema entero inicial.

Si la solucion del problema asociado no cumple las condiciones de integridad
requeridas, debe darse necesariamente la condicion de que reordenadas las ecua-
ciones de restriccion, la matriz D es la correspondiente a la base canonica, la cual
suponemos que ocupa las primeras n columnas, y que de entre las variables basicas
x1, ..., Tm, alguna x, debe de satisfacer condicion de integridad y su respectivo b,
es no entero; entonces para dicha variable x, se tiene la ecuacion:

n
T, + Z Qrj = br
j=m+1
Sea B,.; = [b,] y A,; = [a,;] la parte entera de b, y a, ; respectivamente, y sean [3,,

o, ; las respectivas partes fraccionarias 3, = b, — B,,y a,.; = a,; — A, j, entonces

T, + [Ar'—i_ar‘]x'r':Br—i_ﬁr
) ) 2]

j=m+1
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Si se reordena esta ecuacion como:

n n
Ty + E O B, = ﬁr - E QG 5

Para cualquier solucion factible que satisfaga las condiciones de integridad, el pri-
mer miembro sera entero. El segundo miembro es pues entero, y puesto que B, €
10,1[y A,; € [0,1] se tiene que el segundo miembro es también estrictamente
menor que la unidad. Asi, para cualquier solucion factible optima del problema
asociado se verifica la desigualdad:

n
B?" - Z QG 5 S 0

j=m+1

Por otra parte, si 4 es una solucion factible del problema lineal asociado, resul-

tard que puesto que ahora x;, 5 = m + 1,...,n son variables no basicas (y por
n
tanto, nulas), no podra verificarse la condicion 3, — > «;,z; = G, > 0.
j=m+1

Por tanto, el problema entero satisface ademas de las restricciones iniciales, la res-
triccion adicional deducida del plano de corte.

Asi, ahora se procede de nuevo a resolver el problema asociado afiadiendo la nueva
restriccion, procediéndose de nuevo como antes, hasta alcanzar una solucién facti-
ble del problema asociado con las restricciones anadidas que verifique la condicion
de integridad.

Notese que en cada iteracion se debera aplicar, posiblemente, el método de pena-
lizacién o el método de las dos fases, puesto que la solucion optima del problema
asociado no pertenece al conjunto factible en cuanto anadimos la nueva restriccion.

Ejemplo 4.3.1

Maximizar la funcién
Z = x1 4 229
sometida a las restricciones
41 4 329 < 12
—x1+ x2< 2
1,22 >0
T1,xo € Z

En primer lugar, procedemos a resolver el programa lineal asociado dado por
Maximizar Z = xq + 229
sometida a las restricciones
41 4 329 < 12
—x1+ x2< 2

1,72 >0
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Dicho problema resulta en su forma estandar

Maximizar Z = xq + 229

sometida a las restricciones
41 + 329 + x3 =12

— 1+ T2 +r4= 2

L1, T2,T3, T4 2 0

problema que ha sido resuelto en el ejemplo 4.2.1, y cuya solucion se alcanza en el
punto x; = g, Ty = 2—70, z3=0,24 = 0.

Dicha solucién no cumple el requisito de integridad; por tanto, se buscara un
plano de corte para excluir dicha solucidn de la region factible. Asi, se tiene:

1 3 6
l'1+—$3——.1'4: —.

7 7 7

Separando cada coeficiente en parte entera y parte fraccionaria, se obtiene

4 6
$1+§$3—$4+§$4: =
de donde se tiene .
$1—$4:—?ZL’3—?Z‘4+? SO,
por tanto, para obtener integridad debe satisfacerse la relacion
1 N 4 S
TR

lo que escrito en forma estandar sera

1 4 6

?ZE3 + ?1‘4 — X5 = ?,
donde x5 es una variable de holgura x5 > 0. Puesto que la variable de holgura entra
con signo negativo es necesario introducir una variable artificial y aplicar el método
de las dos fases; asi, en primer lugar, se maximiza la funcién auxiliar Z,,, = —xg
en el conjunto definido por las restricciones dadas en la tabla anterior junto a la
nueva dada por el plano de corte. Asi, la primera fase en forma tabular se escribe
como

Fase I:
Basicas |0 0 0 0 0 -1[0
x 1 o< -2 0 082
: [ %
z |0 1 2 2 0 0|2
z |0 0 2 2 -1 1|32

Escribiendo la funcion objetivo en funcion de variables no basicas, se tiene
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Basicas | 0 0 1 2 -1 0] ¢
1 1oz -2 0 08
z [0 1 2 2 0|2
z |0 0 3 2 -1 12

El mayor coeficiente positivo corresponde a la columna asociada a x4; asi

Basicas [ 0 0 1 2 -1 0]¢
x 1ol -2 0 o0&
1 [ el
T |0 1 og g 0 03
w00 G g

El menor término independiente correspondiente a las filas cuyo valor en la co-
lumna de z, es 1, corresponde a la tercera fila; asi, entraré en la base x4 y saldra xg,
por tanto:

Basicas |0 0 0 0 0 -1]0

1 3 3 |3
oot b &
ol 21 r T
e |00 3 b -5 g3

La funcién auxiliar se maximiza para x4 = 0 y toma valor Z,,, = 0

Fase I1
Basicas ‘ 0 0 _1% _g ()3 _;%
S O S S A
L S S A

Escribiendo la funcién objetivo en funcion de variables no basicas, y escribiendo
la base en forma candnica, se tiene

Basicas | 0 0 —1 0 -2 |-4

no 10 F 0 i

To 0O 1 0 0 1 o)

no 00 41l
3 3

Puesto que todos los coeficientes de la funcidn objetivo, una vez escrita en fun-
cion de variables no basicas, son menores que cero, se tiene que el punto actual
es solucidon optima del problema. Dicha solucidon tampoco cumple la condicion de
integridad; por tanto, serd necesario afiadir un nuevo plano de corte que excluya
dicho punto del conjunto factible. Dicho plano se obtiene a partir de la ecuacion
correspondiente a la variable basica z, cuya solucion no es entera:

+1 3 3
T+ -x3— —x5= =
1 43 45 27
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de donde separando partes enteras y fraccionarias se obtiene

1
e — T =14 =
x|+ 41’3 Ts + 41’5 + 9’

y por tanto

a5 —1=—-z5— x5+ = < 0.
T Ts 4[[’3 41'5"‘2_

Asi, el nuevo plano de corte resulta
1 1 1

- Zaoe > 2
PRI

Para resolver el problema con la nueva restriccion serd necesario aplicar de nue-

vo el método de las dos fases; asi, se tiene

Fase I:
Basicas | 0 0 0 0 O 0 -110
T 1 0 % 0 —% 0O o0 %
Lo 0O 1 0 0 1 0O 0|2
1 7 3
Ty 0 0 1 1 1 0 0 5
zz |0 0 5 0 -1 1|3

Escribiendo la funcion objetivo en funcion de variables no basicas se obtiene

Basicas | 0 0 }l 0 % -1 0 %
1 1 0 }l 0 —% 0 O g
T O 1. 0 0 1 0 0]2
Ty 0 0 71 1 -% 0 O %
zz |0 0 7 0 1 -1 1|3

El mayor coeficiente positivo de la funcidén objetivo es el correspondiente a z3,
haciendo la unidad en los valores positivos de la columna, se tiene la tabla:

Basicas |0 0 1 0 1 -1 03
T 4 0 1 0 -3 0|6
To 0O 1 0 01 0 0]2
T4 0O 01 4 -7 0 016
22 |0 0 1 0 1 -4 4|2

El menor término independiente corresponde a la cuarta ecuacion; asi

Basicas |0 0 0 0 0 0 -1]0
7 4000 5 4 4|4
2 |0 100 1 0 0]2
x4 |0 0 0 4 -8 4 4|4
23 |0 0 1 0 1 -4 42

Por tanto, aqui finaliza la fase 1.
Fase 11
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Basicas | 0 0 —1 0 -2 0 |-&
Ty 4 0 0 0 -4 4 4
To 0 1 O o0 1 o0 2
Ty 0O 0 0 4 -8 4 4
T3 0 0 1 0O 1 4| 2

Escribiendo la funcion objetivo en funcion de variables no basicas, y expresando
la base en forma candnica, se tiene

Basicas [0 0 O O -1 -1]-5
T 1 0 0 0 -1 1]1
T 01 0 0 1 O0]2
Ty 0O 001 -2 1|1
T3 001 0 1 4|2

Puesto que todos los coeficientes de la funcion objetivo, una vez escrita en funcion
de variables no basicas, son negativos; se tiene que el punto actual es la solucion
optima del problema, y dado que ésta es entera es también la solucion del programa
entero.

Por tanto, la funcion Z = x; + 2z- alcanza su méximo en el punto de coorde-
nadas x; = 1, zo = 2, siendo el valor del problema Z = 5.

@ José Antonio Lopez Orti - ISBN: 978-84-693-4783-6 103 Métodos matematicos - UJI



Tema 5

Resolucion de ecuaciones

5.1. Introduccion

En este capitulo se aborda el estudio de un conjunto de técnicas numéricas para
la resolucidn de ecuaciones, tanto algebraicas como trascendentes, hasta alcanzar la
solucion con un grado de precision especificado de antemano.

Son pocas las ecuaciones que podemos encontrar que resulten resolubles de un mo-
do exacto; ello no es impedimento para alcanzar sus soluciones con la precision que
se requiera, para lo que se estudian métodos que proporcionan algoritmos utiles a
la hora de abordar tales problemas, los cuales son facilmente implementables en el
ordenador mediante el uso de lenguajes de programacion de alto nivel, tales como
Fortran 2003 o C 99.

Los métodos, los clasificaremos en cerrados si parten de un intervalo cerrado [a, b]
donde se sabe que contiene una solucion de la ecuacion f(x) = 0, y abiertos cuan-
do Unicamente se cuenta con una aproximacion inicial a la solucion. Finalmente,
por su importancia, se aborda el estudio de los métodos de punto fijo, asi como el
estudio de su convergencia.

5.2. Meétodos cerrados.

El problema que abordan los métodos cerrados es el siguiente: Sea f : [a,b] —
R una funcién continua de modo que presenta signos contrarios en sus extremos,
f(a)- f(b) < 0; entonces de acuerdo al teorema de Bolzano 3¢ €]a, b[ de modo que
f(c) = 0. Los métodos cerrados que estudiaremos son el método de biseccion y el
método de la cuerda (o regula falsi).

5.2.1. Meéetodo de biseccion

El método de biseccion consiste en considerar el punto medio ¢ = “TH’ del
intervalo [a, b] donde existe una raiz y estudiar el signo de f(c) pudiendo resultar
tres casos:

1. f(c) =0, en cuyo caso c es la raiz buscada y por tanto finaliza el proceso.
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2. f(a)- f(c) > 0, en cuyo caso el signo de f es el mismo en a y en ¢ por lo que
el cambio de signo en la funcion se produce en el intervalo [c, b].

3. f(a) - f(c) < 0, en cuyo caso el cambio de signo de f se produce en el
intervalo [a, c].

A continuacidn, se procede a aplicar de nuevo el método al nuevo intervalo donde
se produce el cambio de signo, obteniéndose en cada iteracion un problema equiva-
lente en un nuevo intervalo cuya longitud es la mitad.

El error que se produce al aproximar la raiz por el punto central del intervalo es me-
nor o igual a la mitad de la longitud de dicho intervalo, y por tanto, para la iteracion
n-ésima se puede asegurar que éste es menor que l’;—n“

El método de biseccion se materializa en el siguiente algoritmo:

Dada una funcion continua f : [a, b] — R de modo que se satisface f(a)- f(b) <0,
y dada una cota de error admisible ¢ > 0,

1. Tomar ay = a, by = b,n = 0.

an—1+bn_1

2. n=n+1,¢,= 5

3. Si
flen) =0 r = ¢, solucion exacta y fin del algoritmo.
f(a) ’ f(C) >0 a,= Cn, bn = bn—l-
fla)- f(e) <0 a,=an-1, by,=cy.

4. Si

b, —a, <& tomar ¢, como raiz y finalizar.
b, —a, > ¢ irapaso?2.

de este modo se obtiene la raiz » = ¢,, & € con la precision requerida.

La convergencia del método esta garantizada pues de no encontrar la raiz exacta
(f(cn) = 0, en cuyo caso r = ¢, es el verdadero valor de laraiz), r € [a,, b,], Vn €
Ny, por tanto, 7 € (,,cx [@n, br] y puesto que [ay11, bpt1] C [an, by, V0 € Ny la
longitud de [a,,, b,| decrece en progresion geométrica, existe un tnico punto comun
a todos los intervalos [a,, b,|, que es la raiz.

Ejemplo 5.2.1
Encontrar una raiz positiva de la ecuacion z — 2sen x = ( exacta hasta la segunda
cifra decimal aplicando el método de biseccion en el intervalo [1.3 , 3.5].

En primer lugar se comprueban las condiciones del método; f debe ser una
funcién continua (lo es) que toma valores de signo contrario en los extremos del
intervalo (los toma, pues f(1.3) = —0,63, f(3.5) = 4.20). El método de biseccion

se basaentomara = 1.3,b = 35yc = “T“’ y reducir el problema al intervalo
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[a, c] o [c, b] eligiéndose aquél en el que produce el cambio de signo en f (si resulta
f(e) = 0, se habria encontrado la raiz y se finalizaria el algoritmo). El proceso se
repite hasta que la longitud del intervalo resultante sea menor que la cota de error
admitida, momento en el que se toma ¢ como la raiz de f.

a b c | flo)
1.3 | 35|24 | 1.05
1.3 | 24 | 1.85]-0.07
1.85] 2.4 | 212 | 0.42
1.85]2.12 | 1.99 | 0.16
1.85(1.99 | 1.92 | 0.04
1.85 1192 | 1.89 | -0.02
1.89 1 1.92 | 1.90 | 0.01
1.89 | 1.98 | 1.90 | 0.01

O L WM —~3

La longitud del intervalo es 0.01, por tanto, la solucion es x = 1.90.

¢

5.2.2. Método de la regula falsi

El método de la regula falsi, también llamado método de la cuerda, método de
las partes proporcionales, o método de la falsa posicion, pretende resolver al igual
que el método de biseccion el problema siguiente:

Dada de una funcion f : [a,b] — R continua tal que f(a) - f(b) < 0, encontrar
un punto ¢ €|a, b[ de modo que f(c) = 0.

Este método en lugar de tomar en cada paso como valor aproximado de la raiz
el punto medio del intervalo [a, b], toma un punto ¢, de modo que los segmentos
ac y cb sean proporcionales a los valores |f(a)| y | f(b)| respectivamente, lo cual
proporciona en general mejores aproximaciones.

W B

M

donde A = (a,0), 0 = (¢,0), B = (b:0), M = (o, f(a)),y N = (b, /).

En la figura se puede apreciar que los triangulos ACM y BC'N son semejantes, por
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tanto, se verifica la igualdad

E—@ or tanto c—a_ —Jla)
B5C BN P b—c  f(b)

de donde se obtiene sin dificultad

lo que es equivalente a

Teorema 5.2.1

Sea f :— [a,b] una funcion de clase C%([a, b]) de modo que f(a) - (b)) < Oy

s1gn ( f” (x)) = Cte Vz € |a,b]. Entonces, la sucesion formada por z,11 = b, —

f(bn (bn — ap) donde ag = a, by = b, siendo a, 11 = an, bpr1 = Tpyq Si
(:vnH) f(an) <0,¥ @1 = Tpi1, bpy1 = by st f(zpy1) - f(a,) > 0 converge a

una raiz r €|a, b[ de la ecuacion f(z) = 0.

Dem:

Supongamos que f”(z) > 0 Vx € [a,b] (el caso f”(z) < 0 se reduce a éste
considerando la funcion g(z) = —f(x)) y supongamos también que f(a) < 0
(en otro caso bastara considerar la funcion h(z) = f(—x) y tomar como intervalo
[_bv _a])~

Entonces x,,,1 = b, — %(bn — a,) y puesto que f”(x) > 0 en [a,b] se
tiene que la funcion esta por debajo de la cuerda que une los extremos (a,,, f(ay)),
(b, f(by)) vy, por tanto, f(z,4+1) < 0. De este modo, a, = a, ¥y bpy1 = Tyt
Vn € N, por tanto, se tiene:

f(by)
n =z, — ——t—(x, — Vn € N.
Tpt1 =T (bn) (a) (x a) n
Entonces, se tiene que x,, 11 —x,, = —(zn)(“)(a) (xn ) > 0 por tanto x,,11 < Tp,.

Asi, la sucesion {z,, } -, es monodtona creciente acotada inferiormente por a y, por
tanto, 3r = lim z,,.

n—oo

Puesto que f es continua, tomando limite en la expresion que define x,, 1 se
tiene

lim =z,
1 " — i J—— n—00 ik y—
el = et nhjglo f(zn) — f(a) (nglgox @)
Yy, por tanto:
f(r)
0= ————(r—a
)~

de donde se tiene que f(r) = 0, pues el caso r = a no es posible por ser f(a) > 0
y f(r) = lim f(x,) <0. v
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Para estimar el error cuando el intervalo [a, b] es tal que el signo de f'(x) es
constante, puede procederse como: sea r la raiz de f(z) en [a,b] y sea {z,}. -, la
sucesion formada por los sucesivos valores de c. Entonces, se verifica:

f(@n1)
f(xn—l) - f(a’)

y por tanto, dado que f(r) = O se tiene

f(@n1) — f(a)

Tp—1 — QA

Up = Tp_1 — (Tn1—a)

flr) = f(wn) =

(T — Tp_1).

Por otra parte:
fl@n) = f(r) = f(€)(@n — 1), € €]a, b]
f(xnfl) - f(a) = (xnfl - a)f/(n)

donde &, 7 €]a, b[. Asi, se tiene

(r = 2n-1)f(§) = (Tn — 01) f'(0)
y de aqui
/ !
_ M —
)= £, M
()]
donde m y M son el maximo y el minimo de |f'(x)| en [a, b]. Si el intervalo [a, b]
es tan pequefio que M < 2m se tiene que

|7“—Q?n’ = ’xn _xnfly

I — | < |z — Tpa|
puede tomarse como cota del error.

Ejemplo 5.2.2
Encontrar una raiz positiva de la ecuacion x — 2sen z = 0 exacta hasta la segunda
cifra decimal (Gsese calculadora) aplicando el método de la regula falsi en [1.3, 3.5]

En este caso, el valor de ¢ viene dado por

b—a
== N T

deteniéndose el mismo, cuando obtenemos dos valores de ¢ consecutivos cuya dife-
rencia es menor que el error admitido.

n| a b c | fle) | |en — cnl
1| 13 [35]159]-041

21159 (35|1.75]-0.20 14
3117535 1.841-0.09 .09
41184 |35]|187|-0.03 .03
51187 135|189 ]|-0.01 .02
6189 |35]1.89 | 0.00 .00

La solucién tomada serd © = 1.89.
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5.3. Meétodos abiertos

Los métodos abiertos parten de una aproximacion inicial a la raiz x,, la cual se
pretende refinar en sucesivas iteraciones. Los principales métodos abiertos son el
método de Newton (y sus modificaciones) y los métodos iterativos de punto fijo.

5.3.1. Meétodo de Newton

A continuacion presentamos el llamado método de Newton (también llamado
método de la tangente), el cual consiste en dada una ecuacion f(x) = 0 donde f es
una funcion continua y derivable y dada una aproximacion inicial z a una raiz, se
construye una nueva aproximacion x; como el punto de corte de la tangente a f(x)
en el punto x( con el eje de abscisas, y asi sucesivamente.

xn xn—‘—l

Sea x,, el punto actual, la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) en el
punto (x,, f(x,)) viene dada en su forma punto pendiente por

y = flan) = fl(zn)(z — zn).
Esta recta corta al eje de abscisas en el punto (x,1,0). Asi, se tiene la formula de
iteracion de Newton
f(xn)

n

El error en el método de Newton también se puede estimar mediante

|7” - mn| S |$n - mn—1|-

Ejemplo 5.3.1

Encontrar una raiz positiva de la ecuacion x — 2sen z = 0 exacta hasta la segunda
cifra decimal (Gsese calculadora) aplicando el método de Newton partiendo de zy =
1.3.
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El método de Newton se basa en la sucesion x,, 1 = x,, — J{,((Z’:L)), deteniéndose
el proceso cuando |z, 1 — ,| < 1072 Asi, tenemos:
f(z) =z —senux, f'(x)=1—2cos z
y por tanto,
T, — 28en T,
Tyl = Ty — —————
+ 1—2cos z,
Tomando como xy = 1.3 se obtiene
1’0‘1’1‘1’2‘233‘234
1.30 [ 2.65 | 2.03 | 1.90 | 1.90
por tanto, la solucion es = = 1.90. ¢

5.3.2. Método de Newton modificado

Consiste en aproximar en todas las iteraciones el valor de f'(x,,) por f'(x¢), de
este modo, nos evitaremos tener que calcular la derivada en cada etapa, pero pre-
senta el inconveniente de empeorar la convergencia. Asi, se tiene la aproximacion

T = )

El error en este método puede estimarse como |r — x,11| &~ |Tu11 — Ty

5.3.3. Meétodo de la secante

El método de la secante puede considerarse como una variacion del método de
Newton x,, .1 = x, — ]{c,(é”)), pues resulta de sustituir la derivada f’(z,,) por una

aproximacion a la misma: f'(z,) ~ %{fﬁ"{l) resultando de este modo

Tp — Tp-1

bt = f(zn) = flzn1)

El error en este método puede estimarse como |1 — 41| & |Tp1 — Tnl-

Ejemplo 5.3.2

Explicar el comportamiento de los métodos de biseccion, de la regula falsi y de
Newton en el caso de que la ecuacion a resolver fuera 22 — 4wsen o + 4sen’ x = 0
tomando en caso de los primeros, el intervalo inicial [1.3,3.5]; y x = 1.3, en el
método de Newton.

Respecto al comportamiento de los métodos para la ecuacion x? — 4 zsenx +
4sen? z = 0, se tiene que f(z) es una funcion continua en [1.3, 3.5] siendo f(1.3) =
0.39y f(3.5) = 17.65, dado que ambos valores tienen el mismo signo, no es posible
aplicar ni el método de biseccion ni el método de la regula falsi.
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El método de Newton es un método abierto, por lo que si que es posible utili-
zarlo. Asi, se tiene:

f(z) = 2* —4asen x +4sen” f'(x) = 2z —4sen x — 4x cos x+8sen x cos x

y asi
2 2
x; —4x,senx, + 4sen‘z,

Tpt+1 = Tp —
2r9 — 4senx, — 4, x,cosx, + 8senx, COS T,

Tomando como x5 = 1.3 se obtiene la sucesion:

$0‘$1‘!E2‘$3‘$4
130 | 1.97 | 1.93 | 1.90 | 1.90

por tanto, la solucion es = 1.90.

5.3.4. Métodos de punto fijo

A continuacion se estudia un tipo particular de funciones, las funciones contrac-
tivas, utiles para la construccion de métodos numéricos de resolucion de ecuaciones.
Estos métodos estan basados en el teorema del punto fijo que estudiamos a conti-
nuacion.

Definicion 5.3.1

Sea f : I — I una aplicacion de un intervalo I, acotado o no, de R. Diremos que
f es una aplicacion contractiva si 3k € R, 0 < £ < 1 de modo que V1,25 € [
se verifica | f(z1) — f(22)| < K |21 — 23] (el caso de K = 0 no se considera pues
implica f constante en /).

Teorema 5.3.1
Si f : I — [ es contractiva, entonces f es continua en /.

Dem:
Sea € > 0, entonces se tiene que si z1, x5 € [ tales que |x1 — zo|J con § = € se
verifica
|f(z1) = f(22)| S K|21 — 29| S K0 = Ke < ¢

por tanto, f es continua en /.
v

Teorema 5.3.2
Sea f : I — Runa funcion continua y derivable en I de modo que | f'(z)| < K < 1,
Vx € I, entonces f es contractiva en .

Dem:

Sean z1, x5 € 1. Por el teorema del valor medio existe £ €|xy, zo[ (suponemos
sin pérdida de generalidad que 21 < x9) tal que f(z2) — f(x1) = f/(&)(xg — 1) y
por tanto:

|f(w2) = f(z1)] = [f ()] |2 — 1] < K |22 — 24|

con 0 < K < 1y por tanto, f es contractiva.

@ José Antonio Lopez Orti - ISBN: 978-84-693-4783-6 m

Métodos matematicos - UJI



Definicion 5.3.2
Sea f : A — A una aplicacion de un conjunto A en si mismo, Diremos que un
punto ¢ € A es punto fijo de la aplicacion f si se verifica que f(c) = c.

Teorema 5.3.3 (del punto fijo)
Sea f : [ — I una aplicacion contractiva sobre un intervalo de R. Entonces existe
un unico punto ¢ € I fijo por la aplicacion f.

Dem:
Veamos en primer lugar que si existe, tal punto c es unico. Sean ¢, r € [ puntos
fijos de f, entonces, si ¢ # r se verifica

0 <le—r[=1[f(c) = f(r)] < Kle—r|(lc—7]

lo cual es absurdo; por tanto, ¢ = r.

A continuacidon veamos la existencia de tal punto fijo. Sea o € I, sea x,.1 =
f(z,). Veamos que la sucesion {x, } -, es una sucesion de Cauchy; para ello, sean
n,m € Nconm > nm = n + p. Asi, se tiene

|xm - $n| = ’xn-O—p = Tpap—1 Tt Tngp—1 = Tntp—2 — ** TLpy2 = Tpyl T Tpp1 — $n| <
oo

< |Znip = Tnap-1]|H|Tnip1 — Tnypa|+-+|Tpp — 25| < Z |Trgpt1 — Tnipl -
p=0

Por otra parte, se verifica |zo — 21| = |f(x1) — f(z0)| < K |21 — 20, y por tanto,

por induccion se tiene |z,11 — z,| < K? |z — x¢l; por tanto, se tiene
| T — 2n| < K" 2y — 20| + K™% 2y — 20| + - - +K" |21 — 10| <

K?’L
1-K

o
<SR — =

p=0

|ZE1 — ZIZO| .

Por tanto, para que |z, — z,,| < € es suficiente que £ |21 — x| < €, lo cual en el
caso de que z( = 7 (y, por tanto, xy punto fijo de f) se cumple, y en el caso de ser
xo # x1 bastara que

log [(1 — K)e]

K'"<(1—-K)e, nlogK <log[(1—K)e], n> log I

pues log K < 0 al ser K €0, 1], por tanto, para que |z,, — x,| < € bastara que

n,m>FE [log[lgg—}f)d] + 1 siendo E la funcidn parte entera.

La sucesion {x,} -, es de Cauchy y, por tanto, es convergente; sea x = lim z,,

n—oo
por continuidad se tiene que x = lim z,,; = lim f(z,) = f(lim z,) = f(x)y
. n—oo n—oo n—oo

por tanto x es punto fijo de f.
v
Dada una ecuacion f(x) = 0, puede en general escribirse de una forma equiva-
lente como = = ¢(x), si ¢ es una aplicacion contractiva sobre un intervalo 7, puede
obtenerse la solucion de la ecuacion inicial tomando un punto xy € [ y a partir de
el construyendo la sucesion x,,.1 = ¢(x,); asi, se tendra que x = lim z,, es la raiz

n—oo

buscada.
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Ejemplo 5.3.3

Mediante el método iterativo resolver la ecuacion x + 0.2senx + 0.1cosx = 5
partiendo de la aproximacion zy = 5. {Qué se puede decir acerca de la convergencia
del método?

Para resolver el problema mediante el método iterativo (lo haremos hasta ob-
tener cuatro cifras decimales exactas), construimos en primer lugar la relacion de
recurrencia

Tpy1 =0 — 0.2senz, — 0.1 cos z,, To=05

lo que conduce a la tabla:

n\o 1 2 3 4 5 6 7

xn‘S 5.16342 5.13641 5.14115 5.14032 5.14047 5.14044 5.14045

por tanto, la solucién con cuatro cifras decimales exactas es © = 5.1405.

Respecto a la convergencia del método, observar que la relacion de recurrencia
esta obtenida a partir de la funcion ¢(x) = 5—0.2senz—0.1 cos z funcion continua
y derivable en toda la recta real. Esta funcion satisface

|¢'(z)] =] —0.2cos x + 0.1senz| < |0.2cos z| + |0.1sen x| =

= 0.2|cos z| +0.1|senz| < 0.2+0.1=03 <1

por tanto, el método converge.

5.4. Sistemas de ecuaciones no lineales

A continuacidn se aborda el estudio de la resolucion de un sistema de ecuaciones
de la forma

. . - — -
el cual, en forma vectorial se escribe como f (') = 0,y del que tenemos una

aproximacion inicial =g = (23, 23, ..., ).

A continuacion estudiaremos métodos para construir una sucesion de aproxima-
ciones convergente a la solucion.

5.4.1. Método de Newton-Ralphson

4 . . =
El método de Newton-Ralphson consiste en dada una aproximacion z'; a la

.7 .7 - —_— - . ., —_ —_—
solucion de la ecuacion f (') = 0, buscar una nueva iteracion =’y = Ty +
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N . e e e s —_ . .,
A7’} de modo que satisfaga no la ecuacion inicial f (z') = 0, sino la ecuacion
linealizada en Az, esto es el desarrollo de Taylor en primer orden en Az, de

- - . . .
f (@'g41) alrededor del punto z;. Dicha ecuacion se escribe en forma vectorial

como
H
0

F (@)= F(Te+ AT ~ [ (TR +T(F)(Th) - AT, =

donde J denota la matriz jacobiana de la funcion 7
H
Si J(f)(Z') # 0 laecuacion

N —
f@O+I()(T) AT =0
— . ]t
puede multiplicarse por [] (f)(zx k)] , obteniéndose

—

T T @0+ a7 =T

de donde

—

AT == [7(N@0] T @, Trn=Ti+AT,

lo que constituye la férmula de iteracion de Newton-Ralphson.
La formula anterior requiere la inversion de una matriz, lo cual constituye una de
las operaciones mas dificiles en calculo numérico, por ello es preferible, en general,

., . — —
la resolucion del sistema J( f )(7' - )AZ), = — f (21), el cual resulta de modo
explicito:
[on|  on| ... on| ]
Orlg, 0l Oenlzy | TAZ) —f(T))
9f2 8f2 o, Of k -
01 | — oo | — OTn | = A‘TQ _f2< T k)
Tk Tk Tk =
o] Ofa|l ... O A, —fu(Tk)
8%1 — 6902 — a(En —
| Tk T ' ]

Teorema 5.4.1
Sea un sistema de ecuaciones lineales dado por

donde f € C?(02), donde 2 C R™) es un conjunto abierto y convexo. Sea 7 € (2
tal que 3= > Oparael cual V = {7 € R : ||7 — T|| < €} C Q siendo
||7|| = méx{|z1|: i = 1,...,n}, de manera que se satisfagan las condiciones

.. . — . . _>_1 —
» La matriz jacobiana J f (@) tiene inversa I'y = J f ~'("z"y) de modo que
[ITol] < 0.
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ﬁ
[T f(Zo)ll < 5.

> fi
8:1)]' 81‘k

<nVi,j=1lnz €V.

n
= >
k=1

m nedn < 1.

Entonces la sucesion
— -1 —
Tun =T = [7(N@)] - T (@)

— 7 —
es convergente a un vector x” de modo que f (z') = 0.

Dem:
No se proporciona por exceder el nivel del curso. v

Ejemplo 5.4.1
Resolver mediante el método de Newton-Ralphson el sistema:

1+2% =y +e"cosz=0
2xy 4+ e*seny =0

partiendo de la aproximacion inicial (g, yo) = (—1,4). Aplicar cinco iteraciones.

El método de Newton-Ralphson consiste, como es sabido, en reemplazar el sis-
tema de ecuaciones

flz,y) =0
g(x,y) =0

en el entorno de una aproximacion a la solucién (z,,, y,,) por su polinomio de Taylor
de primer orden; asi si (z,+Ax,,, y,+Ay,) es la solucion en primer orden en Taylor
de la ecuacion inicial:

0 0
0= flan+ M) % flnu) + 90| Arg+ O Ay,
X (#n,yn) Yy (Tn,yn)
0 9]
0=g(z,+ Ax,) = g(xn, yn) + (9_9 Az, + 99 Ay,
Tl@nyn) Yl (@nyn)
Las derivadas parciales vienen dadas por:
0 0
(’9_f = 2z, + e"™ cos x,, — € cos T, 0_f = =2y,
X (x"lvy") y (w’nayn)
0 0
6_9 =2Y, + e*"senvy,, 8_9 =2z, + e*" cos y,
Tl@nyn) LACRE!
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asi, para la primera iteracion se tiene el sistema:

—1.49167 —8.00000] [ Azo] [ 13.8012 Azo] [ 0542214
7.72159  —2.24046| | Ay,| ~ | 8.27841| N —1.82626

asi, calculamos x; = zo+Ax, y1 = yo+Ayy resultando (z1,y;) = (—0.457786,2.17374).
Para la segunda iteracion se tiene el sistema:

—0.06841 —4.34749 Azi| | 2.94806 Axi| 0.123746
4.86861 —1.27435 Ay | | 1.46910|° Ay | | —0.68005

de donde (x9,y2) = (—0.457786,2.17374). Para la tercera iteracion se tiene:

0.24313 —2.98738 Azy| 0.44308 Azy| 0.05288

3.70128  0.61292 Ays| | 0.284005] Ays| | —0.14401
de donde (z3,y3) = (—0.28116, 1.34968). Para la cuarta iteracion se tiene:

0.37242 —2.69935 Azg| | 0.01730 Azs| 0.00588

3.43588 —0.39674 Ays| | 0.02241]° Ays| | —0.00560

de donde (z4,y4) = (—0.27528,1.34407). Finalmente para la quinta iteracion se
tiene:

0.38661 —2.68815 Azy| | —0.00001 Azg| | 0.00002
3.42808 —0.37987 Ayy| 0.00007 |’ Ays| | 0.00001

de donde (x5, y5) = (—0.27530, 1.34408).

5.4.2. Método de la maxima pendiente

Una alternativa para la resolucion de sistemas no lineales es la siguiente:
Sea el sistema de ecuaciones lineales

ysea (29,29, ..., 2%) una aproximacion inicial.

El método de la maxima pendiente consiste en transformar el problema de re-
solver el sistema en el equivalente consistente en encontrar los puntos = € R” de

modo que la funcion potencial U : R* — R definida como U(Z') = . fi(7)? se
i=1
anule; U(7') = 0.
Sea 7’ un punto en el que se anula U(Z'), entonces dicho punto es un minimo
%
de U(7) y, por tanto, si f : R® — R es de clase C*(R") debe verificarse que
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—
J f|_, = 0. Por otra parte, indicar que la condicion de minimo de U (7') no es
xX

. — , Sy , .

suficiente para que " sea raiz de la ecuacion f (z') = 0, pero si necesaria.

El método de la maxima pendiente consiste en lo siguiente: partiendo de una

. e e e — , ., TR ;.

aproximacion inicial 7’ a una raiz de la ecuacion f (") = 0, buscar el minimo de
U al que se llega siguiendo la direccion de méxima pendiente. Si ademas en dicho
minimo se anula la funcidn potencial U, éste sera raiz de la ecuacion.

Para encontrar el minimo de U siguiendo la direccién de maximo descenso en
— , ro — — 4
2') mas proximo a 'y, al cual denotaremos como 'y, se define la funcion

— Srri—

Si 2’y es proximo al minimo, ¢ serd una cantidad pequefia, por ello para evaluar

U(t) =U(7' —tVU( @) procederemos a aproximar dicha cantidad por

Uy (t) = U(Ty — VU (T Zf%k—tw( b)) =

n

=3 [4@0) T L@ UE) + o)

=1
despreciando términos en ¢ de orden superior al primero, se tiene que la condicion
de minimo viene dada por

de donde: -

) ——22[1; )~ (T A7), VUTN] (¥ (T, VUT)
y por tanto,

) =—2Z{f1 WY (70, T — 1T (70, TUT )

Dado que J f (7") es la matriz jacobiana de la funcién f, se tiene que

n

S {EENTHEDUEON = (F@0.TF () VU,

=1

n

> (VA(TW). VU(TW) = (T (T - VUTR, T (T - VU(TR),
y por tanto,
dU,(t)
dt -
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Sea t;, el valor de t que anula la expresion anterior, dicho valor viene dado por

b (@I (@) VU
(T f(Zy) - VU(T),T f(Tk)- VU(T))
de donde:
Ti=1 ( (?_k))ajf <?k)_> VU(?_k)» €U<§>k)
(T f(T%)-VU(Z), T f () VU(Ty))

Para ello puede procederse segun el siguiente algoritmo:

1. Determinar la direccién de méaximo decrecimiento en el punto 7', la cual
— —
viene dada por —VU(Z';) y el jacobiano de f (7'},) dado por J( f )(@'1).

;. RN . . . ., , . —
2. Buscar el minimo de U ("z") siguiendo la direccion de maximo descenso 'y41
dado por

3. Evaluar la condicion de error de modo que si || 2'x11 — k|| < € se toma
. .y —_— . . .
como aproximacion 7'y y finaliza el algoritmo. Caso de no cumplirse la
condicidn, ir al paso 2.

5.5. Ecuaciones polindmicas

En esta seccion se aborda de modo especial el estudio de las ecuaciones de tipo
polinémico, esto es, ecuaciones de la forma

an" +an 12" V. Faz+a9=0, ap,ai,...,a, €C,a,#0,2€C
donde C representa el cuerpo de los nimeros complejos.

Definicion 5.5.1
Sea P,(z) = a,2" + a,_12""' + ... + a1z + ap un polinomio de grado n > 1.
Diremos que r € C es raiz de P,(z) si se verifica que P, (r) = 0.

Algunos resultados clasicos sobre polinomios son los siguientes:

Teorema 5.5.1 (Teorema fundamental del algebra)

Sea P,(z) = a;Z* un polinomio de grado n > 1 con coeficientes complejos,
i=0
entonces Jr € C de modo que P, (r) =0

La demostracion de este teorema se omite pues excede, en mucho, el nivel de
este curso. v

Teorema 5.5.2 (Teorema del resto)
Sea P,(z) un polinomio de grado n > 1 en la indeterminada z, y sea a € C.
Entonces P, (a) coincide con el resto de dividir P, (x) por = — a.
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Dem:
P,(x) = Qn-1(z)(x — a) + r, donde Q,,—1(z) es el cociente y € C el resto.
Entonces se tiene que P, (a) = Q,_1(a)(a —a) +r =r1. v

Teorema 5.5.3 (Teorema de Rufini)
Sea P,(z) un polinomio de grado n > 1 en la indeterminada z, y sea a € C.
Entonces P, (z) es divisible por x — a si, y solo si, P,(a) = 0.

Dem:
Consecuencia inmediata del anterior, pues P,(x) divisible por z — a si, y s6lo
si, el resto r = 0, pero r = P, (a) de donde se sigue el resultado. v

Teorema 5.5.4
Sea P,(z) = Y_ a;2' un polinomio de grado n > 1 con coeficientes complejos,
=0

entonces 3rq,...,rs € C,y Iny,...,ns € Ndemodo que P,(z) = a, [[(z—r;)™
i=1

S
con » n; = n.
i=1
Dem:
Consecuencia inmediata del teorema fundamental del algebra y del teorema de
Rufini. v

Teorema 5.5.5
Sea P,(z) = a;z* un polinomio de grado n con coeficientes en C y sea r €
i=0

C — {0} una raiz de P,(z). Entonces + es raiz del polinomio Q,(z) = >_ a;2" "
i=0

Dem:

P.(z) = > a;z", entonces Vz # 0 se tiene

n

=0
P,(z) =2" Z a;2" = 2"Qn(2).
i=0

Por tanto, si r # 0 es raiz de P, (z) se tiene que 0 = P, (r) = 7"Q, (1) y puesto que
r#0Qy,(1) =0, conlo que se tiene el resultado. v

Teorema 5.5.6
Sea P, (x) un polinomio de grado n > 1 con coeficientes reales, y sea r € C raiz
de P,(z), entonces Z también es raiz de P,(x).

Dem:

Sea r € C raiz de P,(x), entonces P,(r) = > a,r™ = 0. Por otra parte, un
=0

numero complejo z es real si, y sélo si, z = Z donde Z es la conjugacion compleja,
éstoes a+ 13 = a —if.

n
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Tomando conjugados en ambos miembros de la igualdad P,(r) = 0 se tiene que
P.(r) =0 =0,y por tanto

n n

P,(r) = Zanx” = Zﬁ?n = a, ™" = P,(T)
i=0 i=0 =0
y por tanto, P,(7) = 0, de donde se sigue el resultado. v

Teorema 5.5.7
Sea P, (z) un polinomio de grado n > 1 con coeficientes reales. Si z = a + i 3 es
raiz, entonces P, () es divisible por (z — «)? + 32.

Dem:

Por el teorema anterior si « + i 3 es raiz de P,(x), entonces a — i 3 también lo
es. Por tanto, P, (z) es divisible por x — [a + i 3] y por © — [ — i 3], por lo que es
divisible por el producto de ambos. Asi, P, (z) es divisible por

(z—[a+if]) (z—[a—if]) = (z - a) = = (v — a)’ + 5.
de donde se sigue el teorema. v

Teorema 5.5.8
Sea P,(x) un polinomio de grado n > 1 con coeficientes reales. Entonces P, () se
factoriza como

T

Fule) =K .H(x —a)" [ [ —ay)* + 5]

j=1

donde K e R, zq,...,2s E R,aq, ..., ., 01,.... 0 ER,ny, ... sng,my, ... ,my €

N,ni+...4+ns+2m; +...4+2m, =n.

Dem:
Se deduce inmediatamente de los resultados anteriores. v

Definicion 5.5.2
Sea P, (x) un polinomio cuya factorizacion completa viene dada por

r

Po(e) = K [J(@ =2 [T (e = oy + 3]

Jj=1

Entonces a los nimeros ny,...,ng, my,...,m, se les denomina grado de multi-
plicidad de las raices r1,...,rs yay £10,...,a, £ i, respectivamente.

Teorema 5.5.9
Sea P,(z) un polinomio con coeficientes complejos y sea r € C raiz de multiplici-

dad 1 < k < n. Entonces r es raiz de Pff)(z), t=0,...,k—1ynoloesde Pff)(z)
donde P (z) = -2 P, (2).
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Dem:
Si r es raiz de orden k de P,(z), entonces P,(z) = (z - r) (Q)(z) donde Q(=)
es un polinomio de grado n — k de manera que Q(r) # 0. k se tiene que

()= Z () (&) (j;_jjcxz)) ,

s z() =)

asi

Por tanto, sii < k se tiene que P, ( )= (2— ) ~"R(z) donde R(z) es un polinomio
en z, de donde P,(r) = 0. Por otra parte, P} ( ) = (2 —1)S(2) + klQ(z) siendo
S(z) un polinomio en z, de donde Pn)( )= (r—r)S(r)+ KQ(r) = K!Q(r) # 0
pues Q(r) # 0.

v

Teorema 5.5.10
Sea P,(z) un polinomio con coeficientes complejos y sea r € raiz de multiplicidad
k > 1. Entonces r es también raiz de P/ (z) de multiplicidad k& — 1.

Dem:
P,(z) = (z—7)*Q(z) donde Q(z) es un polinomio en z de modo que Q(r) # 0.
Entonces derivando se tiene

Py(2) = k(z = 1) 7'Q(2) + (2 = 1)*Q'(2)

y por tanto:
P(z) = (z = )" [kQ(2) + (z = 1)Q'(2)] = (= = )" 7' S(2)

donde 5(z) = kQ(2) + (2 — r)Q'(2).
Por otra parte, S(r) = kQ(r) + (r — r)Q'(r) = kQ(r) # 0, de donde se sigue
el resultado.
\{

Definicion 5.5.3
Sean P(z), Q(z) polinomios de coeficientes en C. Diremos que un polinomio D(z)
con coeficientes en C es maximo comin divisor de P(z) y (z) si D(z) divide a
P(z) y aQ(z) y para cualquier otro divisor comin R(z) de P(z) y Q(z) se verifica
que grad(R(z)) < grad(D(z)).

Diremos que los polinomios P(z) y Q(z) son primos entre si cuando grad(D(z)) =
0.

Teorema 5.5.11
Sea el polinomio D(z) divisor comtin de los polinomios P(z) y Q(z) con grad(P(z) <
grad(Q(z)), y sea r(z) el resto de dividir P(z) entre Q(z). Entonces D(z) divide a

r(2).
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Dem:

Sea ¢(z) el cociente de dividir P(z) entre ((z), entonces P(z) = Q(2)c(z) +
r(2). Puesto que D(z) divide a P(z) se tiene que P(z) = D(z)p(z); por la misma
razon se tiene Q(z) = D(z)q(z). Por tanto, D(2)p(z) = D(2)q(z)c(z) + r(z), de
donde (z) = D(2) [p(z) — q(2)c(2)]. Por tanto, D(z) divide a r(z). v

El calculo del méximo comun divisor de dos polinomios puede efectuarse facil-
mente por medio del algoritmo de Euclides. Este algoritmo esta basado en el teore-
ma anterior y consiste en lo siguiente:

1. Tomar el polinomio de mayor grado como D(z) y el de menor como d(z). En
caso de ser del mismo grado tomar como D(z) y el otro como d(z).

2. Efectuar la division de D(z) entre d(z). Sea c(z) el cociente y 7(2) el resto
de modo que D(z) = ¢(2)d(z) + r(2).

3. Sir(x) =0, el maximo comun divisor buscado es d(z), con lo que finaliza el
algoritmo. Si por el contrario 7(z) # 0 hacer D(z) = d(z) y d(z) =r(z) eir
al paso 2.

Ejemplo 5.5.1
Calcular el maximo comin divisor de los polinomios z* + 32% + 422 + 3z + 1y
234+ 22—z —2.

Tomando como D(z) = 2* +323+ 42>+ 32+ 1ycomo d(z) = 23 +222 — 2 —2
y efectuando la division, se tiene

D(z) = d(2)e(z) +r(z), dondec(z)=z+1, r(z) = 32>+ 6z + 3.

Puesto que () # 0, sea D(z) = 234222 — 2 — 2y d(z) = 32% + 62 + 3, entonces
se tiene

D(z) =d(z)c(z) +r(z), dondec(x)= =, r(z)=—22—2.

[SSRIRN

Puesto que r(z) # 0 sea D(z) = 322462+ 3y d(z) = —2z — 2, entonces se tiene

D(z) = d(z)c(z) + r(z), dondec(z) = —gz — g, r(z) = 0.
Puesto que r(z) = 0, el maximo comun divisor es d(z) = —2z — 2.

También es posible dar como maximo comun divisor k d(z) donde k € R—{0};
asi, podemos dar como resultado z + 1.
El algoritmo de Euclides puede aplicarse de forma tabular como:

z 3 3

z+1 3 —52 9

2443254422 4+324+1 | 224222 —2—-21322462+3 | —22—2
322 4+62+3 —22—2 0
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Teorema 5.5.12

Sea P(z) un polinomio de grado n > 1y sea D(z) el maximo comun divisor de

P,(2)

tiene las mismas raices
D(z)

P,(z) y de su derivada P/ (z). Entonces, el polinomio

que P,(z) pero con multiplicidad uno.

Dem:
Sea un polinomio de grado n > 1. Entonces P, (z) se factoriza como

r

P,(x)=K H(z —x;)"™ H [(z — ;) + ﬁj]mj :

j=1
por tanto
s o r U
Pi(z) =S [[G-z)" ][z =) +8,]"
i=1 j=1
donde S(z) es un polinomio que no tiene por raices x;, i = 1,...,s, a; £ i 5;, j =
1,...,r, por tanto, el maximo comun divisor de P, (2)y P.(z) es
s o r 1
D(z) =[Gz =) ][z =) + 5],
i=1 j=1
y por tanto
Pn(z) S T

D(Z) = H(’Z - 1:1) H [(Z - aj)2 +BJ:| ’

i=1 j=1

con lo que se tiene el resultado.

5.5.1. Acotacion y separacion de raices

En el caso de ecuaciones polindomicas es posible establecer, por una parte, cotas
superiores e inferiores a los valores de sus raices, y también en el caso de ser éstas
reales simples, determinar intervalos en los que se encuentra una Unica raiz, técnica
conocida como separacion de raices.

Teorema 5.5.13

n .
Sea la ecuacion polinémica P,(z) = > a;z* = 0y sea A = max{|aol, ..., |an_1]}.
i=0
Entonces si r € C es raiz de P,(z), se verifica que |r| < 1 + ﬁ.

Dem:
Si |z] > 1 se tiene:

|Po(2)] = |anz" 4+ an_12" " + ...+ a1z + ag| >

> anz"| = |an_12" "1+ ..+ arz + ap| >

> a2 — Al 2]+ 1] =
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|z|* — 1 A
—_= n n _A— > nl — Tl.
oallof” = AT > [l = = |1

Por tanto, si
|| A >0
a _——_—

z no puede ser raiz de la ecuacion, de donde para que r con |r| > 1 sea raiz es
necesario que

A
‘(ln| - | 07

— <
rl—1
lo que es equivalente a

A
Ir] <14 —.
a

n
Si |r| < 1, la relacion se verifica directamente. Finalmente, si |r| = 1, también se
verifica pues A > 0 ya que en caso de ser A = 0 la Uinica raiz de la ecuacion seria

r=0. v
Teorema 5.5.14 "

Sea la ecuacion polindmica dada por P,(z) = Y a® = 0 conag # 0y sea
B = méax{|a1],...,|a,|}. Entonces si r € C es rzgioz de la ecuacion P,(z) = 0 se
verifica |r| > 1+%.

Dem:
Basta considerar que el polinomio Q,,(z) = 2" P, () del cual es raiz * y cuyo
desarrollo viene dado por Q,,(z) = apz™ + ... + a,_12 + a,, por tanto % <1+ a—]‘i

donde B = méax{|a1], ..., |a,|}, a partir de lo cual se tiene
> —
r =
1+ Tao]

v

Ejemplo 5.5.2
Sea el polinomio P, (z) = z° + 32* — 72% + 2? — 1. Encontrar una acotacion para
las raices complejas de la ecuacion P,(z) = 0.

Sean A = max{|ao|,...,|an-1|}, B = max{|ai|,...,|a,|}. Entonces se verifi-
ca que si r € C es raiz de la ecuacion P,(z) = 0, debe verificarse que

! <|\<1+A
—— /," _’
1+ 2 |an|

Jao|
y puesto que en este caso A = B = 7 se tiene que
1 7
—— < <1+

7 1
1+ 7 1

de donde se obtiene .
3 < Ir| < 7.
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En el caso de polinomios con coeficientes reales es posible proporcionar limites
mas estrechos para las raices, asi como establecer cual es el nimero de raices reales
comprendidas en un intervalo [a, b]. Para ello, en primer lugar, sea P,(z) = a,2" +
-+ 4 a1x + ap un polinomio de grado n > 1 con coeficientes reales, y considérese
los polinomios auxiliares S,,(z) = P,(—x), y también si ag # 0 Q,(2) = 2" P, ().
El primero de dichos polinomios tiene por raices las mismas de P, (z) cambiadas
de signo, siendo las del segundo las inversas de las raices de P, ().

Teorema 5.5.15 (Teorema de Lagrange)

Sea P,(x) = a,z™ + ...+ a;x + ag un polinomio de grado n > 1y sea = una raiz
positiva de P,(z) = 0. Entonces si |a,| > 0, a; < 0 es el coeficiente negativo de
mayor gradoy B = max{|a;| : a; < 0,7 =0,...,n— 1}, se verifica

B
<1+ " —
an
Dem:

Si zT < 1 se tiene el teorema (de modo totalmente similar a como se obtuvo en
el teorema anterior).

Sizt > 1,seal ={i € {1,2,....n} : a; >0}yseal = {1,...,n} — L.
Entonces Vx > 0:

el iel iel
n—k ) xnfk:+1 -1
Zanq:”—Bg ' =a,x2" — B
— rx—1
7=

Puesto que x > 1 se tiene que

[L’k+1 :Ek+1

P,(x) = T lap2" Yz —1) - B] > -

[an(z —1)"% - B],
y por tanto, si x > 0 es raiz de P,(x), no puede darse la condicion
an(z —1)F =B >0

de donde a,,(z*)"* — B < 0, y por tanto:

B
<1+ " —.
an
Ejemplo 5.5.3

Sea el polinomio P,(z) = 2° + 32 — 723 + 2? — 1. Encontrar una acotacion para
las raices reales de la ecuacion P, (z) = 0.

v
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Sea x raiz real positiva de P, (x) = 0. El coeficiente negativo correspondiente
al mayor gradoes a3 = -7y B = max{|a;| : @; < 0,7 =0,...,n—1} = 7.
Entonces, se tiene

/B
et <14 ¢/ = =1+V7<1+265=3.65.
Qp

Para establecer una cota inferior de las raices positivas sea el polinomio +Q),,(x) =
2" P,(2) = —2® + 2® — 72® + 3z + 1, que multiplicado por —1 para que el coefi-
ciente principal sea positivo, resulta Q,,(z) = 2% — 2% + T2* — 3z — 1; asi, en este
caso k = 3y B = 3. Por tanto:

1 . [3
—<1+°\‘/;=1+\/§<2.74.

xT

Por tanto, se tiene

1
s
x> 571 > 0.3.

Finalmente, podemos asegurar que las raices positivas satisfacen 0.36 < z+ <
3.6.5.

Respecto a las raices reales negativas considérese el polinomio +5,,(z) = P,(—xz).

Tomando el signo — para que el coeficiente principal sea positivo, resulta .S, (2) =
2% — 3x* + 723 — 22 + 1, y aplicando el teorema anterior se tiene que

3
—z” <1+ 5{‘/;:1+3:4,

por tanto #~ > —4. Finalmente tomando el polinomio x° — 2% + 722 — 3x + 1 se
tiene que

1 - s/3
—— <14 ”i’/;:1+\/§<2.74,

Xz

de donde 2~ < —3%; < —0.36. Por tanto:

—4 <z~ < —0.36.

Este procedimiento aporta habitualmente mejores acotaciones que el método gene-
ral. ¢

Teorema 5.5.16 (Teorema de Newton)

Sea P,(x) = Y_ a;x' un polinomio de grado n > 1 de coeficientes reales con
i=0

a, > 0yseac e R" de modo que P,(c) > 0, P,If)(c) >0, k =1,...,n. Entonces
siz™ € RT es raiz de la ecuacion P, (z) = 0, se verifica que 27 < c.

Dem:
Sea
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el desarrollo en serie de Taylor del polinomio P(z) alrededor del punto ¢. Entonces
si x > c se tiene que

n Pylf) n Prlf)
Py(x) = Pa(c) + Y (@)= O)f = Pu(e)+ > —rle= &) = Po(c) >0
k=1 k=1

Por tanto, * > ¢ no puede ser raiz de P,(z). Entonces si z € R satisface
P,(z*) =0, se tiene que = < c. v

Ejemplo 5.5.4
Sea el polinomio P,(z) = z° + 3z* — 723 + 22 — 1. Encontrar una acotacion para
las raices reales positivas de la ecuacion P, (z) = 0.

En primer lugar se calculan las derivadas de P, (z); asi, se tiene

P (x) =5

P2 (z) = 202° + 362° — 422 + 2
P3)(x) = 60x% — 72z — 42
PY(z) =120z — 72

P2 (z) = 120,

En la siguiente tabla se da el valor de P, (c) y de sus derivadas para distintos valores
de ¢, comenzando por el valor 2.74 proporcionado por la acotacién de Lagrange.

c | Pie) Pic) Plc) PPe) P(e) P(o)
2.74 |1 186.04 376.49 568.61 605.74 400.80 120.00
2.70 | 171.43 35423 54470 589.80 396.00 120.00
2.50 | 110.72 256.56 434.50 513.00 372.00 120.00
230 | 6744 179.43 339.18 441.00 348.00 120.00
2.10 | 37.77 119.96 257.78 373.80 324.00 120.00
1.90 | 18.45 7546 189.34 311.40 300.00 120.00
1.70 6.75 4343 13290 253.80 276.00 120.00
1.50 0.41 21.56 87.50 201.00 252.00 120.00
1.30 | -2.41 7.75 52.18 153.00 228.00 120.00

Por tanto, podemos concluir que ™t < 1.5. ¢

5.5.2. Nuimero de raices. Separacion

Dado un polinomio P, (z) de grado n > 1 resulta de interés conocer, por una
parte, el nimero de raices reales de la ecuacion en un cierto intervalo, y por otra, ser
capaces de encontrar intervalos en los que exista una tnica raiz. Este ultimo proceso
se conoce como separacion de raices.

En primer lugar, recordar que dado un polinomio P,(x) se tiene que

» Si dado un intervalo [a, b], a < b se verifica P, (a)P,(b) < 0. Entonces P, (x)
tiene un nimero impar de raices en |[a, b].
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= Sidado un intervalo [a, b], a < b se verifica P,(a)F,(b) > 0. Entonces P, ()
0 no tiene raices en [a, b] o tiene un nimero par de raices en [a, b|.

Definicion 5.5.4

Sea una n-tupla de numeros distintos de cero (ci, s, ..., ¢,). Llamamos nime-
ro de cambios de signo de (c;,co,...,c,) al cardinal de conjunto N = {i €
{1,2,...,n — 1} : ¢eii < 0}, Si existen elementos nulos, también es posible
definir numero de cambios de signo como el nimero de cambios de signo de la r-
tupla (¢;,, . .., ¢;, ) formada por los elementos no nulos, donde el orden se conserva.

Definicion 5.5.5

Sean una n-tupla de niimeros (ci,c¢s,...,¢,) con ¢; # 0, ¢, # 0. Llamamos
nimero superior de cambios de signo de (c;, o, . .., ¢,) al cardinal del conjunto
N={ie{l,2,...,n—1}: aja;;1 <0} donde a; = ¢;sic; Dysicy = cpy1 =
.oy Crr1 = 0con cp_q 7é 0, cxy1 7é 0agy; = (—1)l7ick+l, 1=0,...,0—1.

Definicion 5.5.6

Sea una n-tupla de numeros (cy, ¢a, . .., ¢,) con ¢ # 0, ¢, # 0. Llamamos niimero
inferior de cambios de signo de (cy, o, . .., ¢,) al cardinal de conjunto N = {i €
{1,2,....,n — 1} : aa;41 < O} donde a; = ¢;sic; # 0ysic = g1 =
ce oy Clyl—1 :O,CL]H_Z' :ck_l,i:O,...,l— 1.

Ejemplo 5.5.5
Dada la n-tupla (2,0,0, —1,0, —2,2), se tiene que

= N es el niimero de cambios de signo de (2, —2,2, —1,1,—-2,2) asi N = 6.
= NN es el nimero de cambios de signo de (2,2,2, —1,—1,—2,2) asi N = 2.

)

¢

Definicion 5.5.7
Sea la secuencia formada por los polinomios fy(x), fi(z),..., f.(x). Diremos que
dicha secuencia es una secuencia de Sturm si:

1. Los polinomios consecutivos de la secuencia anterior no tienen raices comu-
nes.

2. fu(x) es una constante.

3. Siagesraizde fy(x) conk =1,...,n—1setiene que fr_1 () frr1(ax) <
0.

4. Si g es raiz de fy(z), se tiene que el producto fo(x)fi(z) cambia de signo
de — a + cuando al crecer x pasa por x = .

Definicion 5.5.8

Sea P, (z) un polinomio de grado n > 1. Llamamos secuencia de Sturm del polino-
mio P,(x) a la secuencia (Sy(x), S1(z), S2(x), ..., Su(x)) definida como Sy(z) =
P,(x), Si1(x) = P! (z) y para k > 2, Sp(z) es el resto cambiado de signo resultante
dividir Sy_o(z) entre Sg_1(z).
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Teorema 5.5.17
Sea P, (z) un polinomio de grado n > 1 el cual no contiene raices multiples. En-
tonces la secuencia anterior es efectivamente una secuencia de Sturm.

Dem:

1. En efecto, si z = a raiz de Si(z) y Sg11(z) con k = 0 se tiene que « es raiz
comun de P, (z) y de P/ (x), por tanto, es raiz de multiplicidad mayor o igual
que 2 de P,(x), lo cual es absurdo. Si k& > 0, sea k el menor valor para el que
se tiene que « es raiz comun de Sy (x) y Sk+1(x), entonces

Sk-1(2) = Sp(2)Qx(7) = Sppa(2)

por tanto, o también es raiz de S;_;(z), lo cual es imposible por la condicion
de minimo de k.

2. Puesto que P,(z) no contiene raices multiples, P,(z) y P, (x) son primos
entre si lo que implica que su maximo comun divisor es una constante. Segun
la construccion de la secuencia este maximo comun divisor es .S, (z) pues el
tomar signo menos para los restos no modifica el algoritmo de Euclides.

3. Sp—1(x) = Sp(x)Qx) —Sk1(x) por tanto si Sy, () = 0 se tiene que Sy (o) =
—Sk_1(a) y puesto que Si(a # 0 se tiene Si_1 () Sks1(cr) < 0.

4. Inmediato, pues si Sp(a) = 0 Fe¢ > 0 de modo que Sy(z) # Osiz € [a —
e,a + €] — {a} y P.(z) # 0 tiene signo constante si z € [a — €, + €.
Entonces si z € [a—¢,aly So(x) > 0 se tiene que P, (z) > 0 por tanto, debe
ser decreciente de donde P/ (z) < 0, asi Sy (z) < 0, y por tanto Sy (z)S:(x) <
0siz € [ — € af, por otra parte, en |a, a + €] P,(z) < 0y, por tanto,
So(z)S1(x) > 0.81 Py(x) < 0siz € [a—¢€,a, P.(x) > 0 pues P,(x) debe
ser creciente en [« — €, &+ €] con lo que también se tiene que Sy (z)S1(x) < 0
siz € [a—e€aly So(x)Si(z) > 0six €la, a+ €.

v

Ejemplo 5.5.6
Sea el polinomio P(x) = z° — 22® + x — 1. Hallar su secuencia de Sturm.

Para hallar la secuencia de Sturm, sea Sy(z) = z° — 223 + z — 1. Si(z) =
P!(x) = bz* — 622 4 1. Asi, efectuando la division se tiene que

So(z) = Si(x) <Zm2 - Z) + (—ZxZ + i) So(x) = ZazQ - i
Si(z) = Sa(x) (%x) + (—%x + 1) S3(x) = %x -1
S0 =80 (G o) P S0 =T
Por tanto, la secuencia de Sturm es
{x5 — 23 41 — 1,5x4—6x2+1,2x2 — i,%x— 1,—%}
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Teorema 5.5.18 (Teorema de Sturm)

Sea P, (x) un polinomio de grado n > 1 el cual no contiene raices multiples. Sea
N(x) el nimero de variaciones de signo en la secuencia de Sturm Sy(x), ..., S, (x)
del polinomio, sea [a,b] C R, a < by sea N(a,b) el nimero de raices reales de
P, (x) contenidas en dicho intervalo [a, b]. Entonces N (a,b) = N(a) — N(b).

Dem:

Sea N (c) en niimero de variaciones de signo en la secuencia de Sturm del po-
linomio P, () para x = c. El valor N(c) s6lo puede variar al pasar por una raiz
de uno de los polinomios S, (z) de la secuencia de Sturm. Pueden darse dos casos:
E=0yk#0.

Si k = 0,3e > 0, de modo que si x; € [c — €[, So(z1)S1(z1) < Oy
So(z2)S1(x2) > 0, cuando x2 €|c, ¢ + €. Por tanto, en los tres primeros térmi-
nos de la secuencia de Sturm hay un cambio mas de signo en z; que en x, pues
unicamente pueden darse para Sy(c — €),S1(c — €); So(c + €), S1(c + €) los casos
i Y = A+

Si k # 0y cesraiz de Si(z), por ser Sp(x),...,S,(x) secuencia de Sturm se
tiene que Si_1(c)Sk_1(c) < 1. Por otra parte, 3¢ > 0 de modo que S_1(z) # 0y
Ski1(x) #0six € [c —€,¢+ €]y ces launica raiz de S(z) en [c — €,c + €]. De
este modo, la secuencia formada por Sy_1(x), Sk(z), Sk+1(z) no presenta cambios
de signo en [c — €, ¢ + €] pues para las ternas

Sk-1([c = €), Si([c = €), Spr1(le = €); Sk-1([c + €), Sk([c + €), Sk ([c +€)
solo caben las posibilidades
+7+a_;+7_7_ +7_7_;+7+7_ _7+a+;_7_7+ _7_7+;_7+a+

v

Dado que el método de Sturm puede resultar complicado enunciaremos a conti-

nuacién algunos resultados acerca del nimero de raices de un polinomio, resultados
que en ocasiones pueden sernos utiles.

Teorema 5.5.19 (Teorema de Boundan-Fourier)

Sea P,(z) un polinomio de grado n > 1 con coeficientes reales, y sean a,b €
R, a < bde modo que P,(a)P,(b) # 0,y sea N(a,b) el nimero de raices de P, (z)
en el intervalo [a, b] donde cada raiz cuenta tantas veces como su multiplicidad. Sea
la secuencia (P, (z), P, (x), ..., py (7)), y sea N(z), N(z) los nimeros superior e

y ——

inferior de cambios de signo de la secuencia anterior. Entonces se verifica que

N(a,b) = N(a) = N(b) = 2k, k = 0,1,... E [w]

donde E[] representa la funcion parte entera.

Dem:

Considérese la secuencia P,(x), P! (z), ..., Py (x). Sean a,b € Rcona < b
de modo que P,(a) # 0, P,(b) # 0. Sea o € [a,b]. Si « no es raiz de ninguno
de los polinomios de la secuencia, se tiene que Je > 0 de modo que ninguno de
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los polinomios de la secuencia se anula en el intervalo [« — €, a + €] y, por tanto,
N(a—¢€) = N(a+e).

Si « es raiz de orden k de P,(x) con 1 < k < n se tiene que P,(«a) = Pl (o) =
cee = Pff_l)(a) =0y Pff)(a) # 0. Sea ¢ > 0 de modo que P;f)($) # 0 si
r € [ — €, + €] — {a}, dicho € existe pues tanto P, (z) como sus derivadas son
polinomios no idénticamente nulos. Entonces se tiene Vs = 0,1,...,k — 1 que si
P (a — €) > 0 necesariamente Py (o — €) < 0y si P (a — €) < 0, entonces
pot (av—€) > 0. Por otra parte, Vs = 0, 1, ..., k — 1 también se tiene que el signo
de PY(a+€) yde PS—H)(()( + €) coinciden, por tanto N (o — €) — N(a +€) = k.

Si o no es raiz de P, (x) pero es raiz de orden k de Py (z) con s + k < n se
tiene que Pr Y (a) # 0, PP(a) = -+ = P V(a) = 0, PF™(a) # 0. Por
otra parte, d¢ > 0 de modo que ningln polinomio de la secuencia se anula en el
conjunto [a — €, + €] — {a}, y puesto que Pff*l)(a:), prre) (x) no cambian de
signo en [a — €, a + €] se tiene que la variacion de signos en la secuencia sera nulo
0 sera par.

Para finalizar ,cabe la posibilidad de que en 2 = a 6 en = b no se anule P, (x)
pero si lo haga alguna de sus derivadas. Entonces se tiene que de > 0 de modo
que los polinomios de la secuencia no se anulan en |a,a + €| ni en [b — €, b] por
tanto el namero N(a, b) de raices de P,(z) cumple N(a,b) = N(a + €,b —¢€) =
N(a+e¢) = N(b—e)— 2k = N(a) — N(b) — 2k con .k =0,1,... E [WL

Ejemplo 5.5.7
Determinar a partir del teorema de Boundan-Fourier el numero de raices del poli-
nomio P,(z) = z* + 22® — 32? — 4z + 4 en el intervalo [3, 3].

Sea la secuencia P, (z), P.(z), P"(z), P"(z), P2 (z), PY(x) dicha secuencia
viene dada de modo explicito por

ot 4 223 — 32 — da + 4; 423 + 622 — 62 + 4; 122% + 122 — 6; 24z + 12,24
Asi, para x = 3 se tiene la secuencia 22, —5,3,24,24, y para © = 2 la secuencia
resulta ‘11—2, 14,39, 48, 24 y, por tanto, N (%) =2y N (%) =0.

Por tanto, dicho polinomio tiene bien dos raices, bien ninguna en dicho interva-

lo. ¢

Teorema 5.5.20 (Regla de los signos de Descartes)

Sea P,(z) = apx, + ap_12™ — 1 4+ - -+ + ao un polinomio de grado n > 1 con
coeficientes reales. Entonces el namero de raices positivas de P, (z) donde cada
raiz cuenta segin su multiplicidad viene dado por NV — 2k donde N es el nimero de
cambios de signo de la secuencia (ag, ay, . . ., a,) y k un nimero entero comprendi-
doentre 0y E [§].

Dem:
El numero de raices reales positivas de P, () es, segun el teorema de Boundan-
Fourier, N (0, +00) = N(0) — N(o0) — 2k. Pero, por una parte

(P,(0), P.(0),...,P(0)) = (ag, ay, ..., klag, ... ,nla,)

n
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cuyos signos coinciden con los de (ag, a1, - . ., a,), por tanto N (0) = N
Por otra parte, se tiene que N (+o00) = 0 pues

(Pa(400), By(+00), ..., B (+:00)) = (400, +00, ..., +00),
asi, N(0,+o0) = N —2kconk =0,1,..., E [§]. v

Teorema 5.5.21 (Teorema de Hua)

Sea P,(x) = a,x, + a, 12" + - -+ + ao un polinomio de grado n > 1. Entonces
para que todas sus raices sean reales es necesario que af > a; 1001, 1 =1,...,n—
1.

Ejemplo 5.5.8
¢Pueden tener los polinomios P(x) = % + 223 — 32? — 4o+ 4y Q(x) = 2 + 23 +
222 4+ x + 1 todas sus raices reales?

En el primer caso se tiene que

2
as = 2,a2-a4= 33— a3>ay-ay
as = 9,a; a3 = 8—>a§>a1-a3

a: =16, ag - ay = 12 — a > ag - as.

Por tanto, dicho polinomio si que puede tener todas sus raices reales.

En el otro caso se tiene que b§ =1,by-04=2— b§ < by - by y, por tanto, no se
satisface b3 > b, - by de donde no todas las raices de la ecuacion Q(z) = 0 pueden
ser reales. ¢

5.5.3. Método de Bairstow

El método de Bairstow pretende resolver una ecuacion polinémica P, (z) = 0
paran > 2 mediante su descomposiciéon como producto de un factor cuadratico y de
un polinomio Q(x) de grado n — 2; de este modo se procede a resolver la ecuacion
resultante de igualar a cero dicho factor cuadratico y reducir el problema, a uno de
una ecuacion polindomica cuyo grado es menor en dos unidades al polinomio inicial.

n

2

Sea un polinomio P,(z) = Y a;2" y sea el factor cuadratico 2* — uz — v, entonces

=0
podemos escribir

Po(2) = (2" — uz = v)Qn(2) +1(2),

donde r(z) es un polinomio de grado menor que dos.
Por conveniencia, y sin pérdida de generalidad, escribiremos Q(z) y 7(z) como

Qz) = Z biz %, 1(2) = bi(z — u) + by.

Efectuando operaciones resulta

n—

2
(22 —uz—0)Qn(2) +7(2) = bp2™ + (b1 —uby) 2"+ (b —ubs1 —vbiy2)2",
=0

7=
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definiendo b,, .1 = b,,. 2 = 0 se tiene

n

(22 —uz —v)Qu(2) +r(z) = Z(bl — ubi — vbiyg)2,

=0

y por tanto:
b, = ay + ubky1 + vbyia, Vk=n,n—-—1,..,2,1.

Para que P, () sea multiplo de 2% —uz—v es necesario y suficiente que by = b; = 0,
por tanto, podemos plantear el problema de encontrar valores (u,v) de modo que
P,(x) sea multiplo de 2% —uz — v

bo(u,v) =0
bi(u,v) =0

lo que constituye un sistema de ecuaciones no lineales que resolveremos utilizando
el método de Newton Ralphson. Asi, si (u,,v,) es una aproximacion a la raiz del
sistema by (u, v) = by (u,v) = 0 se tiene que la siguiente aproximacion (w11, Vy11)
viene dada por

_ by 9bg —
Upp1 = Up + Aur donde {% &:| |:Au7":| _ |: bo (UT, Ur):| )
ou (wr,vr)

Upy1 = Ur + AUT v AUT _bl (UT, Ur)
finiendo ¢, = 2= y d, = %=L, haciendo c, = =0,d, = dpy1 =
Definiendo ¢, = 5+ y d, = =5, haciendo ¢;, = ¢,11 = 0,d,, = dpy1 =0y

derivando la recurrencia que nos proporcionan los by se tiene

Ck = bry1 + UCky1 + VCry

, k=n—-1n-2,...,21.
di = byg1 + udiq1 + vdjio

y puesto que coinciden las recurrencias y las condiciones iniciales, se tiene que
C — dk
Finalmente, se obtiene que (Au,, Av,) satisfacen

Ch C1 AUT . —bo
C1 Co AUT - —bl '
Ejemplo 5.5.9
Resuélvase la ecuacion z* — 423 + 722 — 5z — 2 mediante el método de Bairstow.

El método de Bairstow se basa en la obtencién de factores cuadraticos de la
forma z? — uz — v. Para ello, dados unos valores iniciales de (u,v) se procede a
determinar los coeficientes b, definidos como

by, = ay, + ubk+1 +v bk+2, bpio = b1 =0,

Obg_1
ov

a partir de los cuales se determinan los valores ¢, = % y dp =
se determinan como:

, valores que

Crp = bps1 + U Cpp1 + U Chpa, Cny1 = Cp =0
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cr =bpy1 +ucy+1+veg + 2, Cni1 =Cp =10

los valores d;, coinciden con los de ¢;.
A continuacion, se procede a resolver el sistema

ool 3] -

El método se aplica iterativamente hasta que ||(Awu, Av)|| < err. Asi, para (ug,v) =

(0,0) resulta:

k|4 3 2 1 0
1 -4 7 5 22
0 1 -4 7 -5

A continuacion, se procede a resolver el sistema:

A el R F B e R e

Repitiendo los calculos para (uy,v1) = (1.483,1.345) donde u; = ug + Aug, v1 =

vy + Awvy, se tiene

k| 4 3 2 1 0
bp | 1.000 -2.517 4.612 -1.546 1910
ce | 0.00 1.000 -1.034 4423 3.621
3.621 4423 | |Auy| _ |—0.910 Aui| ] 0.209
4.423 —1.034| |Avy| |—1.546]|" Avi|  |—0.603|’
Por tanto, (uy, v2) = (1.691,0.742). Iterando de nuevo se tiene:
k| 4 3 2 1 0
bp | 1.000 -2.309 3.837 -0.223 0471
¢ | 0.00 1.000 -0.617 3.536 5.299
5299 3.536 | |Aug| [—0.471 Aug| | 0.031
3.536 —0.617| |Avy|  |—0.223]" Avy | |—0.181|"
Abhora se tiene que (ug, v3) = (1.722,0.561). Iterando de nuevo se obtiene:
k| 4 3 2 1 0
by | 1.000 -2.277 3.638 -0.010 0.026
cg | 0.000 1.000 -0.554 3.245 5.270
5270  3.245 | |Aug|  |—0.026 Aug| | 0.001
3.245 —0.554| |Avg| | 0.010 |’ Avg|  |—0.010| "

Por tanto, (u4,v4) = (1.723,0.551). Iterando de nuevo se tiene:
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k| 4 3 2 1 0
by | 1.000 -2.276  3.627 0.000 0.000
¢t | 0.00 1000 -0.551 3.228 5262

5.262  3.228 | |Aug|  ]0.000 Aug|  10.000
3.228 —0.551| |Avy|  |0.000]|” Avg | 10.000

con lo que termina el proceso. El polinomio inicial queda factorizado como:

2t —42° 4727 =5z — 2= (27 — 1.7232 — 0.551) (1.0002” — 2.2762 + 3.627) .
Resolviendo las dos ecuaciones de segundo grado se tiene que las raices son:

2 =—0.276,  2p=10999,  z=1.13841.527i, 2z = 1.138+ 1.527i.

¢
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Tema 6

Sistemas lineales de ecuaciones

6.1. Introduccion

Uno de los topicos mas importantes de los métodos numéricos consiste en el
estudio de métodos eficaces para la resolucion de sistemas lineales de ecuaciones.

En el presente capitulo un sistema de ecuaciones lineales lo representaremos
como A7 = ?, donde A es una matriz real o compleja regular n x n y que de-
nominaremos matriz del sistema, 7 es un vector de R” llamado vector de términos
independientes y 7’ es un vector de R" que representa la solucion del sistema de
ecuaciones.
De forma completa, el sistema anterior se representa como:

a171 a172 DY PR DY al,n l’l bl
a271 a272 PR PR DY a27n a;‘2 b2
ap1 QAp2 - e s Qun Ln bn

Los métodos para la resolucion de tales sistemas se clasifican como métodos direc-
tos, cuando nos proporcionan la solucion exacta del sistema en un nimero finito de
operaciones, y métodos iterativos, si estan basados en un esquema de aproximacio-
nes sucesivas de convergentes a la solucion.

6.2. Meétodos directos

Para abordar el estudio de los métodos directos estudiaremos en primer lugar
unos tipos especiales de sistemas de ecuaciones cuya solucion exacta se puede
escribir de modo inmediato, tales sistemas son los llamados sistemas diagonales

— =0 sii#y
D7 = b de modo que d; , 7&‘7
#0 sii=)
Este tipo de sistema se resuelve de modo inmediato mediante
bi .
r,=—, 1=1,...,n
bdiy
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Otra clase de sistemas que se resuelve facilmente son los llamados sistemas trian-
gulares inferiores, estos sistemas se suelen representar como L7z = b donde L es
una matriz triangular inferior, y puesto que debe ser no singular, se tiene que todos
los elementos de la diagonal principal son distintos de cero. Asi, se tiene el sistema

6171 0 0 0 T b1
52,1 52,2 0 0 X2 by
e e 0 e | =

by by O lpin—1 O Tp—1 b—1
6271 6272 0 gn,nfl En, n Tn bn

La solucién de este sistema viene dada mediante el algoritmo
b1 -
o 1=1
o i—1
Ty = bi_zlgi’jxj
J= ;o
o 1=2,...,n
El caso de un sistema triangular superior U 2= = b donde U es una matriz triangu-
lar superior y los elementos de la diagonal son no nulos:

U1 U2 - - Ui n—1 Uin xq by
0 Uz = U2,n—1 U2 n T2 by
0 0o .- ... - e e | =
0 0 et Up—1n—-1 Un—1n Tn—1 bnfl
0 0o - ... 0 Un.n T b,,

La solucion de este sistema viene dada mediante el algoritmo
1=n
1=n—1n-—-2,...,1

Los métodos directos tratan de reducir el problema a uno o varios de estos casos,
bien mediante la transformacion del sistema inicial en uno de estos a base de efec-
tuar adecuadas combinaciones lineales, lo que constituye los llamados métodos tipo
Gauss, bien mediante una adecuada descomposicion de la matriz A del sistema co-
mo producto de matrices de tipo L, D, U, reduciendo de este modo el problema a
la resolucion secuencial de los problemas elementales anteriormente abordados, lo
que constituye los llamados métodos de descomposicion.

6.2.1. Meétodos gaussianos

Como es bien conocido, el método de Gauss consiste en la sustitucion de un
sistema de ecuaciones lineales por otro equivalente triangular superior, lo que se
consigue teniendo en cuenta que, dado un sistema de ecuaciones lineales Az = b,
las siguientes operaciones transforman el sistema en otro equivalente (entendiendo
por equivalente el tener la misma solucion) al primero:
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1. El intercambio de dos ecuaciones entre si.

2. La sustitucion de una ecuacion por la combinacion lineal de ecuaciones en la
que aparezca la ecuacion sustituida con coeficiente no nulo.

Con estas reglas se procede como sigue: dado el sistema lineal

ayi; Aarz2 -+ - A1n € by
21 Q22 -+ -+ A2 X2 by
- )
ap1 Ap2 -+ - Apnp L bn
se reescribe como
PHEO I EY) (17 (2 (D)]
o g S
1 1
(g1 Qg9 Ay | | T2 by
1 1 1 (1)
_an,)l an,% agb}b_ Ln _bn |

1 _ (1 _ : _ - :
donde a;; =a;;y b,” =bysiay; # 0. Enel caso en que a;; = 0 sea ¢; la primera
ecuacion para la que a;, ; # 0, entonces se define

aj;  tFLn by sii# 1
1 _ - (1 _ : o
Qg =Gy =1 b =4qby, i=1 ,j=1,...,n,
ai; =1 by i=1

a partir de lo cual se procede a anular todos los elementos de la primera columna
salvo el primero, utilizando la transformacion:

(1)
Fila ¢-ésima = Fila ¢-ésima — 2(—11) Fila primera.
a1
esto es
agl):aij_ai71a1j ﬂi(l):bi_ai71bl i:27"'7n
’] Toary a1
Si aég #0,Vi,j =2,...,n se realiza la transformacion az(-?j) = agj) y bl(-z) = /61-(1).
Si a;g =0, sea iy el primer ¢ € {2,3,...,n} parael que 041(21,)2 # 0 en cuyo caso se
define:
o) i 20 g i £ 20,
a =qal i=1 ., W=98) i=1 . ij=2...n
PG R 1) :
1,7 =13 2 1 =12
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con lo que el sistema se puede escribir en la forma

aff afy aly o an] (o] [0
0 a% a% e ag?% 9 b
o o | [ = i),
i 0 an%)Z an%% e an%zl_ T _bg)_

ol ) ] g [
0 a5y ayy - ag) o ag| x| [0
0 0 afy o) o | |y )
0 0 0 e e ol =
0 0 0 0 af - af| | b
0 0 0 0O -+ oo ..
0 0 0 o0 af . af| Ll [

donde a,(c ,1 # (. Aplicando el proceso de eliminacidon gaussiana a la k-ésima colum-
na se tiene:

. .o . .o k k . L.
Fila ¢-ésima = Fila i-¢sima — al( k) / a,g ,1 Fila k-ésima

esto es
(k) aiy (k) (k (k) aly) k)
Xy = Qij — z}c)ak‘J B = — z}g)b,(g i=k+1,....n
A ks A k.

Si a,(f,l #0,Vi,7 = k,...,n se realiza la transformacion agf’;“) — aﬁ? y b§k+1) _
s

Si a,(f,z =0, sea iy el primer i € {k,...,n} parael que agf?k # 0 en cuyo se define:

k o) i ki k A
ol =qalt i=k b =3 g =, ije{k . ...n)
kg L= U e =1y,

con lo que el sistema se puede reescribir de forma

ai) ayy ayy ay il Te] 0]
0 ay) agy ) agor | 22| |89
0 0 ag asy asn | |ws| |0
0 0 0 v cor e =1
0 0 0 0 af) - al| |® b
0 0 0 0 0

0 0 0 0 o0 o0 af|LtTd o [P
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Con estas tranformaciones, el sistema se reduce a uno equivalente triangular supe-
rior en el que todos los elementos de la diagonal son no nulos, el cual se resuelve
de modo inmediato, segiin procedimiento estudiado anteriormente.

Ejemplo 6.2.1
Resolver mediante el método de Gauss el sistema de ecuaciones dado por:
2 1 —4 11| |xq 2
2 1 7 4| |x| |3
1 -3 -2 8 x3| | 4
—4 3 =5 0] |x4 5

En primer lugar, escribimos el sistema en la forma

2 1 -4 11| 2
2 1 7 4|3
1 -3 -2 8| 4|’

4 3 -5 0] 5

siendo [A|b] la matriz cuya primera parte, [A|, representa la matriz A del sistema, y
cuya segunda parte, |b] representa el vector de términos independientes.

Puesto que a, ; es distinto de cero utilizamos como pivote dicho elemento, con
lo que haciendo ceros en la primera columna mediante el algoritmo de eliminacion
gaussiana, se obtiene:

2 1 -4 112
0 0 11 -7|-5
0o -I o0 3|3
0 5 -13 22| 9

En esta tabla el elemento ay 2 = 0, por lo que se debe permutar las filas segunda y
tercera

2 1 4 112
7

0o -I 0o 3|3

0 0 11 -7|-5

0 5 -13 22| 9

Aplicando a continuacion el algoritmo de eliminacion gaussiana, se obtiene:

2 1 4 112
0o -I o 3|3
0 0 11 7|5 |
0 0 -13 1|3
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de donde finalmente, se tiene

2 1 -4 11 2
_T 5

0 5 5 3

0 0 11 71 -5

1332 | 568

0 0 0 =5 77
. . . . . 142 _ 61 _
Resolviendo el sistema triangular superior, se tiene x4 = 533, T3 = —335, Ty =

_184 . 478

333> “1 = T 333° .

6.2.2. Método del pivote total

En el algoritmo de Gauss para la resolucion de sistemas de ecuaciones, en la
i-ésima iteracion se procede a dividir la i-ésima fila por el elemento a; ;. En muchos
casos, los coeficientes de un sistema de ecuaciones no son valores exactos sino
que cada valor numérico esta afectado por un error (de medida, de truncamiento,
etc) cuyo valor viene dado por €. Sea «; ; el valor exacto de los coeficientes y a; ;
aproximaciones con error menor que . Para evaldar el error cometido al aproximar

% por 7, donde o = a + Aa, 8 = b+ Ab, se procede, en primer lugar, a desarrollar

a _ at+Aa
B T b+AD

en primer orden respecto a Aa, Ab. Asi, se obtiene

a+Aa_a Aa alAb

bIAb by

Por tanto, en primer orden

|b—ale

bQ

=15 -5

En esta expresion aparece b en el denominador, por lo que su valor disminuye cuan-
do aumenta |b|.

Q5 = a5 — ay ﬁz —bz_ b1 2—2,...,n.
1,1 ai

Con objeto de minimizar el error, el método del pivote total propone una varia-
cion con respecto al método de Gauss, consistente en elegir como pivote en ca-
da iteracion el mayor elemento en valor absoluto de la submatriz i € {k,...,n},
j € {k,...,n}. Sidicho elemento es el que ocupa el lugar (i, ji) se deberan inter-
cambiar las filas k-€sima y i;-€sima y las columnas k-ésima y ji-€ésima.

Como es conocido el intercambio de filas (cambiando también los respectivos térmi-
nos independientes) conduce a un sistema equivalente, no siendo asi en el caso
de intercambio de columnas, pues cada una de ellas esta ligada a una variable z;,
por lo que si se intercambian las columna r y la s, el vector de solucion debe ser
cambiado por (acg(l), Te(2), - - - ,xg(n))t donde o es la permutacion de n elementos
o=(1,...,r—1,s,74+1,...,s—1,r,7+1,...n) y donde * indica transposicion.
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Recuérdese que una permutacion o de n elementos es una aplicacion biyectiva de
{1,2,...,n}en{1,2,... n}. Para denotar una permutacion de n elementos, se ha
utilizado la notacion ¢ = (03,09, ....,0,) que indica que la imagen de i es o;,
(es decir, el lugar al que mueve o al elemento 1), lo que se lee como el ¢ al ;. El
conjunto de todas las permutaciones de n elementos se denota por S,, y tiene una
estructura de grupo con respecto a la composicion de aplicaciones.

Sea el sistema lineal A7 = b donde A es una matriz regular de tamafion X n'y
T, ? € R" dado por:

ayi; Aarz2 -+ - A1n € by
Q21 Q22 -+ -+ A2 To | by

- 9
pi1 Qp2 - e Qpn L bn

Sea (i1, j1) de modo que |a;, j,| = méax {|a;;|;i,5 =1,2,...n}, entonces el siste-
ma se reescribe como

1 1 1) m ()]
a%ﬁ; a%i% aéi’} Tor() b%z
1.1 Q12 - A1 p| | Tor(2) by
_G/S% a%% e e agi)l_ .’,Uo.l (n) _bg)_
donde
( . . . .
Q; 5 Z#lvlh]#l?]l
an; =1, J#nh
ay i=i, JFN by sii#£ 1,4
o =Qay, i#ALi, j=1 , b=k i=1  ij=1...n
aipn 1 F# L, J=0 by =1
a5 t=1, j7=1
(@11 =1, =0
siendo oy la permutacion (j1,2,3,...,71 — 1,1,71 + 1,...n). Notese que la defini-

cion de los ag’lj) engloba los casos enque iy = 1 0 j; = 1.

A continuacion se inicia el proceso de eliminacion gaussiana, con lo que se obtiene

(1) ay 1=1 (1) b1 =1 .
Qig = S Gia Q£ 61 = b, — Gidp 1 1=1,...,n.
Qij = G, it i T a1t

@ José Antonio Lopez Orti - ISBN: 978-84-693-4783-6 142 Métodos matematicos - UJI



Sea (g, j2) de modo que |y, ;,| = max {|a; ;|;7,7 =1,2,...n} y sea

( . . . .
ag,lj) ? % 27227] % 27.72
1 . . .
o iZa A
Ofgj)' i =12, JFJe B sii A 2,
o) =S ai;, P42, j=2 0P =380 =2 iji=1,....n,
1 . . . . 1 . .
041(,2) 7’7&27227 J =2 é) 1 =192
a1(217)j2 =2, j=2
o) i=idy, =
( Y2,2 =2, J=]2
de donde se obtiene el sistema:
(2 2 2 2) 7 (2
0 a2é2 azéz Tttt a2én Lo1(2) 622
0 aly ay - - d | |Tae | = |65
i 0 anQ,)Z an%?& e an2,21_ Ty (n) _bg)_
Sea el sistema resultante de aplicar £ — 1 veces el método
C (k k k k k)] - (k)
afff afy oy o al) a0 e 1 Y
k) (k) (k) iy | | (k)
0 ay, a21;3 gk %},ﬁn Top_1(2) bs
k
0 0 afy af) s | | Zoy 1) bs”
0 0 0 cee e —
00 0 0 af - af| [Toaw btF)
0 0 0 0 .. .. EE
00 0 0 af - aB| Paaml  [pd]

Aplicando el algoritmo de eliminacion gaussiana a la k-ésima columna, se tiene

(k) :

a@): kg (k) Pk 1,7 =1 n,1 < J

2, a(k) % a(k) i # L ) yee eyl
1,J ar,k (k) "k.J

" b\ i<k

G =9 a o m tLj=1,...,n1<j.

b = ZEn ik
k,k
Sea (i, jx) de modo que O‘Ef,)jk = méx{ al(? =k k+1,.. .n}, y sea la

permutacion oy, = (1,2, ..., k—1,ix, k+1,... ig— 1, k,ix+1,...,n)o,_1 (donde
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el producto debe tomarse en el sentido de composicion de aplicaciones), definiendo

g =R T E T

(k+1) a,&]). Z - Zk’. J %]k .

i az@j)k Z‘%k‘,l‘k, jzk i,j=1,...,n.
Qi k P F ki, J =gk
al(xl:,)jk L= k? ] =k

pFD = gk g ij=1,...,n.
B =iy
Aplicando n — 1 veces el algoritmo se obtiene:

0 m (=) (n) 7 - T ™

aq1 , n—1 A1n Lop_1(1) !

0 afy) o) - ORI G I I by
0 0 afy - Al al) || Teae | _ |65
o s
00 0 0 0 a”, ., a”| [T |7
(o0 0 0o o 0o a]LlTeam ] B

que es un sistema triangular superior cuya solucion viene dada por

Yk
bf - 'Z_:‘_l a/g,j)xgnfl(j)
j=i
Lop1() = 2

6.2.3. Métodos de descomposicion

En este epigrafe se aborda el estudio de métodos para la descomposicion de
matrices A, », en producto de una matriz triangular inferior L y de una matriz
triangular superior U.

Sean las matrices A, L, U,

@11 Air2 - Ain 51,1 0o - 0
21 dg2 - Q2 by lao --- 0
A — ) 3 s , L — ) ) ,
Ap1 Ap2 - Qpnp gn,l gn,Q T gn,n
U1 U2 -+ Uin
U — 0 Ug2 -+ Up
0 o .-
0 0 0 Upn

)
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Asi, se tiene:

by 0 -+ 0 Upp Ui -0 Uiy a1 Q12 anp
52,1 52,2 s 0 0 Uz 2 Ugm |  [G21 Q22 A2 n
e e 0 0
gn,l gn,Z gn,n 0 0 0 Upn,n an1 Ap2 An.n
y por tanto:
min{é,j}

Z Cigury = a;

r=1

lo que constituye un sistema de n? ecuaciones con n? + n incognitas, por lo que

se debe fijar n condiciones adicionales para obtener una unica solucion. Entre las

soluciones mas habituales se encuentra hacer ¢;; = 1, @« = 1,...,ny u;;

1, ¢+ =1,...,n,lo que da lugar a la descomposicion de Doolittle en el primer

caso y la descomposicion de Crout en el segundo.

Las ecuaciones resultantes para la descomposicion de Doolittle son las siguientes:
Paracadai=1,....n

i—1
Ui j = Qi j — g Uiy, Vi=14,1i+1,...,n,
r=1

1—1
aji— > Lirtn;
r=1

Jsi )

Vi=i+1,...,n.

Para el caso de la descomposicidon de Crout resulta paracada: = 1,...,n:

U5 = 17

)

i—1
€j,i = CLj,Z‘ — E fj’rum, \V/] = 7:, e, Ny
r=1

1—1
Aij— D lirlrj
r=1

b
Ui

Ui 5 = VJ:Z—FL,TL

En el caso en que la matriz A sea real, simétrica y definida positiva, la matriz U
puede tomarse como U = L! (donde ! indica trasposicion). En este caso, el método
recibe el nombre de método de Choleski o de la raiz cuadrada, resultando en este
caso las ecuaciones, para cada valorde: = 1,...,n:
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6.2.4. Sistemas Tridiagonales

Muchos problemas del calculo numérico conducen a una clase especial de sis-
temas de ecuaciones lineales llamados tridiagonales, en los cuales la matriz del
sistema esta formada por ceros excepto en la diagonal principal, la subdiagonal y la
superdiagonal.

Es por su importancia por lo que se estudia un método directo muy eficiente para su
resolucion. Sea el sistema

d1 C1 0 0 cee 0 0 0 I bl

aq dQ Co 0 tet 0 0 0 i) bg

0 (05} d3 C3 cee 0 0 0 i) bg

0 0 0 0 Tt dn_Q Cn—2 0 Tp—2 bn_g

0 0 0 0 Ap—2 dn—l Cn—1 Tn—1 bn—l
| 0 0 0 o --- 0 an1 dy | | 7o | | bn ]

El sistema se reduce a triangular superior mediante las transformaciones

51 :dla ﬁl :bb

Qi—1 Q;—1

5i:di_KCi’ ﬁi:bi—mﬁi,b Vi:2,...,n,
de donde resulta el sistema:
(6 a0 0 - 0 0 0] [ o ] F T
0 6 ¢ 0 0 0 0 T 51
0 0 8 ¢ -~ 0 0 0 Ts g
0 0 0 0 - 89 o O T gﬂ
0 0 0 0 - 0 61 Coal |Tna E_l
| 0 0 0 0o --- 0 0 on | | n | Lo
cuya solucion viene dada de modo inmediato por
n—1
Bi — > ¢iTjn
xn:&, v = = Ci=n—1,...,2,1.

6.3. Meétodos iterativos

Una técnica alternativa para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales
la constituyen los llamados métodos iterativos. Estos métodos estan basados en lo
siguiente:

Sea el sistema de ecuaciones lineales A7 = b donde A es una matriz no singular
de niimeros reales o complejos de tamafio n x n, 7, b vectores de R" o C”.
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Sea () una matriz regular de tamafio n x n, real o compleja segun sea el sistema, a la
cual llamaremos matriz de particion. Entonces, el sistema inicial resulta equivalente
a

07 =(Q-AT +b.
A partir de la cual establecemos la recurrencia
Q7D = (Q-ATZP+ D, k=01,...,n,...
con lo que a partir de una solucion inicial 7'° se determina la sucesién {?(k) }ZOZO,
la cual si converge lo hace a un punto 7 = klirgo 7 ) pues, dado que las aplicacio-

nes lineales son continuas, si /N es una matriz n X n, se verifica

lim N7Z® = N lim 7® = N7,

ﬁ
por lo que dicho limite, si existe, satisface Q7 = (Q — A)Z + b y por tanto, el
. .. -
sistema original Az = b .
Una condicion suficiente de convergencia para la sucesion {?(k) }ZOZO definida an-
teriormente es que ||M || < 1 donde:

[1M]] = méx {||M ()] | |[[7]| =1},

es la norma matricial subordinada a la norma de R”, y M = I — Q'A. En este
caso, dado que el sistema lo podemos escribir como

T3 (T)=MT+F, F=Q'7
se verifica que V2, iy € R”,
— — — —
[2@) -2 @) = ||+ F) - w7 - 5| =
= (M (T =Pl < IMI[]|7 =],

y dado que ||M|| < 1, se tiene que T :R" — R es contractiva y, por tanto, tiene
un Unico punto fijo 7 al cual converge la sucesion {?(k)}:’:O cualquiera que sea
el punto de partida 7', que se tome.

A continuacion, se estudian en mayor detalle tres de estos métodos.

6.3.1. Meétodo de Richardson

Este método consiste en tomar como matriz de particion la identidad, con lo que

la iteracion resulta:
ﬁ

TED (1T LY, FO=T

lo que escrito de modo explicito resulta:

[ (k+1)T (k)
Ly l—ain —aig -+ - —A1n L1 by
E+1 k
a:é ) —azy1  l—ago -+ - —a2n x(2 ) by
= +
xglk‘f‘l) _an71 _an72 PR ... 1 — an,n Iff]k) bn

Este método es interesante cuando la matriz del sistema es proxima a la identidad.
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6.3.2. Meétodo de Jacobi

El método de Jacobi requiere que la diagonal de la matriz A del sistema no
contenga ceros. En este método se toma como matriz de particion la matriz () dada
por ¢;; = a;;0;j, Vi,j = 1,...,n (0;; representa la delta de Kronecher que toma
valor cero si ¢ # j y toma valor uno cuando ¢ = j). Asi, el sistema resulta:

by
b
bnfl
bn
_%in ;k) _|_b_1
ai 1 ai,1
a2,n glk) +b_2

- 1)
a1 0 s 0 0 :Eg Y
0 sy - 0 0 | |«
0 0 Ap—1,n—1 0 Slk_ﬁl)
0 O 0 Apn (k+1)
- )
0 —a12 —A1p—1  —Q1p xlk
—Q21 0 o —G2n—1 —da2n :L‘é )
—Qp-1,1 —ap-12 0 —On-1,n xfﬁ)l
—0n,1 —0n,2 ot —lpn-1 0 xglk)
cuya solucion puede obtenerse mediante:
k+1 a k a k aln— k
a:g ) = _ﬁxé) —ﬁxé) 21,11 517)1
k+1 a k a k ag n— k
vyt = gl ek et
Ejemplo 6.3.1
Resolver mediante el método de Jacobi el sistema de ecuaciones:
2 -1 01 [z] [ 2
1 6 =2 |y —4
4 =3 8| |~] | 5
En primer lugar, dividimos cada fila por el elemento de la diagonal resultando:
1 —3 0] [«] 1
1 1 2
R B Al
s s LllEl L8
En segundo lugar, descomponemos el sistema en:
1 00 0 —% 0 x 1
1 1 _ 2

para a continuacion dejar en el primer miembro el vector (x,y, z)" ( producto de la
identidad por (x,y, 2)") y el resto en el segundo miembro

0

+ Ol

ISEINSIE
|
N[ =0y =
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a partir de la cual se construye la recurrencia:

Th+1 0 % 0 T 1 Zo 1
_ 1 0 1 2 _ 2

Yet1| = | —5 s| (Y| + | —5]| Yo| = | —3
¢ 3 0 5 5

Rk+1 -2 3 %k 8 20 3

La solucion la buscaremos con tres cifras decimales exactas; asi, se tiene:

n | 0 1 2 3 4 5
z, | 1.000 0.667 0.688 0.590 0.619 0.613
Yn | -0.667 -0.625 -0.819 -0.762 -0.774 -0.755
Zn | 0.625 -0.125 0.057 -0.026 0.044  0.025

n | 6 7 8 9 10
Tn | 0622 0.620 0.620 0.620 0.620
Yn | -0.760 0759 -0.760 -0.760 -0.760
zn | 0.035 0.029 0.031 0.030 0.030

Por tanto, la solucion es: (z,y, z)" = (0.620, —0.760, 0.030).

6.3.3. Método de Gauss-Seidel

El método de Gauss-Siedel puede considerarse una variaciéon del método de
Jacobi en el sentido siguiente: en el método de Jacobi se calcula a partir de una
iteracion 7' la iteracion = *+1), utilizandose durante todo el calculo las compo-
nentes de la k-ésima iteracion. El algoritmo mediante el que se efectua el calculo
determina, en primer, lugar el valor de xgkﬂ), por lo que este valor mas actualiza-

do puede ser empleado en el calculo de xgkﬂ); asi, al efectuar el calculo de xEkH)
pueden ser empleados los valores de xgkﬂ),. . ,xglf{l) en lugar de los, en principio,

. k k .
menos precisos I(l ),. .. ’xz(‘—)l’ como 10 que S€ eSpera en general €S una convergencia

mas rapida.
Formalmente, el método de Gauss-Seidel consiste en tomar como matriz de parti-
cion () la submatriz triangular inferior de A; asi, el método se plantea como

[ (k+1)7
a0 0 07 [
k+1
a2 1 a2 2 cee 0 0 mg +1)
k+1
ap-11 Ap—12 *°° Ap—1n—1 0 :131(1_+1 )
Qn 1 Q2 e Apnn—1 Qnn m%kJrl)
- k)
0 —ai2 + —Gip-1 —Qiy x(lk) by
0 0 o —A2n-1 —Q2n To by
k
0 0 e 0 —Ap—1n £L'£L_)1 bn—l
0 0 0 0 | 2P | bn
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cuya solucion puede obtenerse mediante:

(k+1) _ _a1,2 (k) - _ Q1,n-1 (k) __Q1,n (k) by
Ty - a1 L2 a1 Ln-1 a1 In +al,1
(k+1) _ a1 (k+1) _ . _agn-1, (k) __ag,n (k) by
L2 - a2 ml a2 Lp-1 az 2 In + az,2
(k+1) an,1 (k+1) an,2 (k+1) ann—1 (k+1) by,
In - an,n xl an,n an an,n xn_l an,n
Ejemplo 6.3.2

Resolver mediante el método de Gauss-Seidel el sistema de ecuaciones:

2 -1 07 [z 2
1 6 —2||yl=1|-4
4 -3 8| |z 5

Para resolver el problema mediante el método de Gauss-Seidel escribimos de
modo explicito la iteracion de Jacobi; asi, se tiene:

Tret =~k F 1
1 n 1 2
=——Tp+ -z — =
Yk+1 6k T3 T3
3
Zhtl = 5Tk + gk + 3

El algoritmo de Gauss-Seidel se obtiene reemplazando en el segundo miembro las
variables por su nueva iteracion cuando esto sea posible; asi, se obtiene:

Thel = ~5Uk +1
1 1 2
Yk+1 = —6$k+1 + §Zk ~ 3
1 3
21 = _§$k+1 + gykﬂ + 3
n 0 1 2 3 4 5 6 7

8

x, | 1.000 0.667 0.715 0.620 0.612 0.620 0.621 0.620 0.62
Yn | -0.667 -0.569 -0.760 -0.776 -0.761 -0.759 -0.760 -0.760 -0.76

0
0

z, | 0.625 0.078 -0.018 0.024 0.034 0.031 0.030 0.030 0.030

¢

6.3.4. Analisis de la convergencia de los métodos

H
. . , . . — —
Como es sabido, la convergencia de un método iterativo = **1) = M7 *) 4 3
esta garantizada si se verifica que existe una norma matricial subordinada a una
norma vectorial tal que || M || < 1.
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Por la sencillez de su aplicacidon, consideramos la norma vectorial en R™ dada por

|z|| = méx {|x1], |z2|,. .., |rs|}. La norma matricial subordinada a ésta, resulta
n n n
1M = méx § Y aryl, Y lazgl, o, Y lanl
j=1 j=1 =1

En el caso del método de Richardson la matriz de M resulta I — A por lo que la
condicidn se verifica si

n n
M| = méx S [T —ara| + Y lasgl, laza| + [1 — aga| + ) laz;

g oo ey

j=2 7j=3
n—2 n—1
[ Z |an—1,j| + |1 - an—l,n—1| + |a'n—1,n|a Z |an,j| + |]- - CLn,n| S ]-7
j=1 Jj=1

lo que se verifica si las componentes de la diagonal de A son suficientemente proxi-
mas a la unidad, y el resto de componentes a cero.
Respecto al método de Jacobi, la condicion se cumple si se verifica

i—1 a n a
g Y S E 1< Vi=1,...,n,
=0 1,0 j=it1 1,0

i—1 n
lo cual es equivalente a ) |a; ;| + > |aij| < |ais, Vi =
=0 j=i+1
coincide con la definicion de matriz diagonal dominante. Por tanto, una condicion
suficiente de convergencia para el método de Jacobi es que la matriz A sea diagonal
dominante.

Respecto al método de Gauss-Seidel consideremos, en primer, lugar el sistema
. . . . H H .
inicial escrito en la forma 7 = M@ + /3 donde M y (3 vienen dados por

1,...,n, lo que

i 0 a2 _%n=t _3n ] b ]
a1 ai, aii ai,1
_a12 0 _a2n-1 _a2n ba
az 2 az 2 az,2 — az,2
M — , /3 = ..
An—1,1 an—1,2 . 0 _ _Gn-1,n bn—1
an—1,n—1 an—1,mn—1 Gn—1,n—1 an—1,n—1
_ Gn,1 _ Gn,2 __ An,n-—-1 0 by,
L an,n an,n an,n . L Qan,n

Con esta notacion el algoritmo de Gauss-Seidel puede ser escrito como
1—1 n
k+1 k41 k .
xl(+):Zmi,jx§+)+2mi,jx§-)+ﬁi, Vi=1,...n.
=0 =i
La solucion del sistema 7 satisface por su parte

i—1 n
Tr; = E mmxj + E mmxj + ﬁi, VZ = 1, Ce
=0 j=i
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por tanto, se verifica

(kH me<i (k+1)+2m”<i—xj)), Vi=1,...n,

y por tanto,

i—1 n
|x; — xEkH)] = me T; — a:g-kH) + Z T; — xgk) , Vi=1,...n
j=0 J=t
Por otra parte | 7 — 7 ¥ || = méx{ 2 —aPli=1,. . ,n} y como consecuen-
cia se verifica |z —xz(k)‘ < H? —ZW|, Vvi=1,,,n
i—1 n
Seap, = > |a;;|,¢ =Y |aij|, Vi=1,...,n. Con esta notacion se verifica
T; — xEkH) < p; ||E> — ?(HI)H + q; H r —x k)H Vi=1,...,n,

entonces, si s es el valor para el que es maximo el segundo miembro, también se

verifica
|7 = T <7 = T g7 - T

o lo que es equivalente,

I

ds
7 -7 < L7 - T

Sea 1 = max { lqu i=1,. }, entonces:

17 == <7 =70

Entonces se verifica que

|7 - 70 < |7 - FE0) < b 7 - 7O
Por tanto, el proceso sera convergente si ;o < 1. Por otra parte,
pit+aq <|[M|, Vi=1,...,n

de donde Vi = 1,...,n se obtiene ¢; <||M|| — p;. Si ademas se verifica || M| > 1,
entonces:

G M =pi _ M| = pit[|M]]
L—pi = 1=pi — 1 —pi

—|M|,Yi=1,....n,...,

de donde 1 <||M]| < 1y, por tanto, se obtiene que si || M| < 1 el proceso de
Gauss-Seidel es convergente.
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Ejemplo 6.3.3
Estudiar la convergencia de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel para el sistema

2 -1 0] [« 2
1 6 =2| |yl =]-4
4 -3 8| |z 5

H
, . . — — . .
Los métodos anteriores convergen para un sistema x° = M '+ b si se satisface
que una de las normas matriciales (norma fila, norma columna o norma total) son
menores que la unidad. Por ello, calculamos la norma fila de M definida como:

3
11 11 3
M| = i 17:173 - i )~ 57 A S
|| M| maX{;O:M,J J } maX{2 s +3 2+8}

, (117 7
=mix{ -, =, ¢ == < 1.
2°2°8 8

Por tanto, se dan las condiciones de convergencia de ambos métodos.
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Tema 7

Aproximacion de funciones

7.1. Introduccion

En el presente capitulo se pretende abordar el problema de estimar el valor de
una funcién en un punto a partir de un conjunto de valores de la misma, en unos
determinados nodos zg, x1, - - - , x,. Este proceso es conocido como reconstruccion
de una funcion, y es el proceso inverso a la discretizacion, la cual consiste en cal-
cular los valores de una funcion sobre un conjunto discreto de puntos. El proceso
de discretizacion es Unico, no asi el de reconstruccion pues dada la tabla de valores
{(z;,y;)};—, de una funcién f(x), existen muchas funciones G : —R de modo que
G(z;) =y, Vi=0,...,n.

Existen varias técnicas para reconstruir una funcion, una de las mas sencillas
consiste en elegir una funcion G(x) en un espacio de funciones suficientemente
general de modo que G(z;) = y;, Vi = 0,...,n. Una funciéon G que cumple la
condicion anterior se dice que interpola la tabla {(x;,y;)}}_,, y cuando dicha tabla
se corresponde con la de valores de una determinada funcion f(z) se dice que G(x)
interpola a f(x) en los nodos g, x1, . . ., Ty.

Los métodos de interpolacion se basan en encontrar una clase de funciones que
pueda aproximar tanto como se desee a una funcion continua en un intervalo [a, b]
y elegir dentro de esta clase una que cumpla ciertas condiciones e interpole la tabla.
Los métodos mas sencillos de interpolacion son los llamados métodos de interpo-
lacion polinomial, pues los polinomios cumplen el teorema de aproximacion de
Weierstrass que enunciamos sin demostrar.

Teorema 7.1.1 (Teorema de Weierstrass)
Sea f : [a,b] — R una funcion continua, entonces Ve < 0 3P (z) polinomio de
modo que |f(z) — P(x)| < e, Vz € [a,b].

Cuando los datos sobre los que se reconstruye la funciéon no son exactos, por
ejemplo, si han sido obtenidos mediante procesos de medida y pueden estar afecta-
dos de errores, es preferible recurrir a técnicas de regresion para estimar la funcion,
dando lugar a otras técnicas de reconstruccion.

En el presente capitulo unicamente se abordara la reconstruccion mediante in-
terpolacion polindmica.
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7.2. Consideraciones generales sobre la interpolacion
polinomica

A continuacién se aborda el estudio de una serie de consideraciones generales
sobre la interpolacion polindmica.

Teorema 7.2.1
Sea una tabla de valores {(z;, yi)}?zo conzy < xrp < ...< x,. Entonces, existe un
unico polinomio de grado menor o igual que n que interpola la tabla.

Dem:
Un polinomio de grado menor o igual que n puede representarse como P, (z) =

n

> a;x'. Por tanto, el polinomio queda univocamente determinado cuando se cono-
i=0
cen sus coeficientes. El polinomio interpola la tabla en los nodos zg, x4, . . . , x,, por
tanto, se satisfacen las ecuaciones

P.(xo) = ap + a1xo + (12.73(2) + - anx = Yo

P.(z1) = ap + a1y + agxf + ot axt =y

Po(z2) = ag + a19 + apxs + -+ - + 4w = 1o

P,(x,) = ag + a1z, + agxi + -+ anx = Yo

lo que escrito en forma matricial resulta

1 m 2 - ap] | Yo
1z a3 -l a1 (1
1 mg 22 - 2| |G| =|Y%
1 oz, 22 - It

n n n Qn Yn

El sistema es compatible y determinado, puesto que su determinante resulta el co-
nocido determinante de Vandermonde cuyo valor viene dado por

1 my 23 - ap
1 oz oz} - af n i—1
i=1 j=0
2
1z, z, - a
pues zo < 71, --- < x,. Por tanto, se verifica el teorema.
v
En general, dada una funcion f(x) de la cual disponemos de la tabla de valores
{(zs,v:)}:_, sobre los nodos zyp < z; < --- < x,, y dado un polinomio que in-

terpola dicha tabla, unicamente podemos afirmar que f(x) y P(x) coinciden en los
nodos. Para un punto z distinto a los nodos, en general podemos decir que el error
E(z) = f(z) — P,(z) cometido al aproximar f(x) mediante P, (z) sera habitual-
mente £(x) # 0. La funcién E(x) se puede acotar en algunos casos si se tiene mas
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informacion sobre la funcion f(x). El siguiente teorema establece una acotacion del
error cuando la funcién a interpolar es suficientemente derivable.

Teorema 7.2.2

Sea f :[a,b] = R, f € C""a,b],yseanlosnodosa < zg < z1 < .... < z, < D.
Entonces se verifica que la funcion E,(z) = f(x) — P,(x) donde P,(x) es el
polinomio interpolante de grado menor o igual que n satisface la acotacion.

méx {| f*V(z)|; 2 € [a,b]}
(n+1)!

| En ()| =

|v — xol||lz — 2|+ - |z — 2,

Dem:

Sea f € C""([a,b]) y sea P,(z) el polinomio que interpola dicha funcion sobre
losnodosa <zg <1 <+ < Xp1 < xpp, <0

Sea x € [xg,x,] y sea E(x) = f(x) — P,(z) el error cometido cuando se
aproxima f(z) mediante P, (z). Si « coincide con alguno de los nodos, dicho error
es cero. Por otra parte, sea A € R el valor para el cual una vez fijado x se tiene

E(z) = XMz —x0)(z —x1) ... (x — xy,).

Searg <y <+ <xp1 <T < T < -+ < Ty, ysea Y(x) la funcion definida
como
(t) = f(t) — Pu(t) = A(t —mo)(t —a1) - (t — ).

Dicha funcién es de clase C*1([a, b]) y satisface que V() = ¥(z;) = 0. Por tan-
to, por el teorema de Rolle existe &y ¢ €]x¢, x1[ de modo que ¥'(&y ) = 0. Analoga-
mente, existe {1 €|xy, x2[ de modo que V(1) =0, ..., {ok—1 €]Tk_1, [ de mo-
do que V'(§yx—1) = 0, {0 €]z, 2 [ de modo que U/ (&) =0, ..., Lo E|Tn—1, Tnls
U’(&o,n) = 0. Dichos puntos satisfacen a < §po < o1 < -+ < &, < b. Enel
intervalo [£y;, &o.i41] se tiene que W/ (&y;) = V' (&p141) = 0y W' € CF([o., E0.iv1))
por tanto, 3¢, ; €]&o4, &o,i+1] de modo que V(& ;) =0,Vi =0,...,n — 1.

Repitiendo el proceso se obtiene que 3¢, €]&n—1.0,&n—1.1[ de manera que se

verifica dnd;fl(t) = 0, por tanto 3¢ €]a, b[ de modo que ¥"+D(¢£) = 0, en

=<n,0

particular § = &, .
Por otra parte, se tiene que U1 (¢) = f*+1(¢) — A(n + 1)! de donde se tiene

que A =L z:rl()x.l), y por tanto, 3¢ €|a, b| de modo que
()
E(x) = m(ﬂf —xo)(x —a1) -+ (& — wn),
a partir de lo cual se obtiene
f ()
|E(x)| =W|$—xo|'!$—$1|'“|ﬂf—$n,
y por tanto:

max{ | (€)] : € € [a,b]}

o)l < (n+1)!

|z —xo| - | — 1] -+ - |2 — 0.
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Ejemplo 7.2.1
Determinar el maximo error que se comete al aproximar el valor de sen 0.4 a partir
de los valores de la funcion seno en los nodos 0, 0.25,0.5,0.75, 1

En este caso, se tiene que n = 5,y % = cos x; asi, se tiene

1
|E()] < /04 = 0.0]- 0.4~ 0.25] - [0.4 = 0.5 0.4~ 0.75] - [0.4 = 1.0] =

1
=—04-014-0.1-0.36-0.6 = 0. 105.
12OO 0 0.1-0.36-0.6 = 0.0000105

¢

Iméx{lf"(m(lf))'lz gelabl} e
n+1)!
pende del niimero de nodos y de la funcion a interpolar. La segunda parte, |z —

xo| -+ | — 24|+ |z — x,| depende de los nodos y del punto en el que se interpola.
Para tratar de minimizar el error en la interpolacién de orden n, nada se puede
hacer respecto a la primera parte del error, pues la funcion cuyos valores se interpo-
lan viene dada. Respecto a la segunda parte, y si es posible elegir los nodos sobre los
que se realiza la interpolacidn, estos deben ser elegidos de modo que se minimice
el maximo valor que puede tomar |z — xg|- - |x — 21| - -+ | — z,,| para = € [a, b].
Para ello se introducen a continuacion los llamados polinomios de Tchevichev.

La expresion del error consta de dos partes, la primera

Definicion 7.2.1
Llamamos polinomio de Tchevichev de grado n a T,,(z) = cos(n arccos z).

Teorema 7.2.3
Las funciones 7}, (z) son polinomios cuyo valor viene dado por 7y(z) = 1, T1(z) =
x, Thio(x) = 22T, 1 (x) — T, (x),n =0,1,...

Dem:
Para n = 0 se tiene Ty(z) = cos(Oarccosx)) = cos0 = 1. Paran = 1 se tiene
Ty (z) = cos(arccos x) = x.

Th12(x) = cos[(n + 2)arccos x| = cos|(n + 1)arccos x + arccos ] =

= cos[(n + 1)arccos ] cos|arccos x] — sen [(n + 1)arccos x]sen [arccos z]

Thi2(x) = cos[(n + 2)arccos x| = Ty41(z) x — sen [(n + 1)arccos x]sen [arccos z].

Por otra parte, se tiene que

1
senzseny = —g cos(z +y) + 5 cos(x — )
y por tanto,
1 1
sen [(n+1)arccos x]sen [arccos x] = — 5 cos|(n+2)arccos z] +§ cos[narccos x| =

1 1

— 1T, T, (),
L Ta(e) 4 1T, (2)
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Ast:

1 1
Tri2(x) = cos[(n + 2)arccos x| = 2T, 41 (x) + §Tn+2(:r) - §Tn(:v)
de donde
Toio(x) = 22T, (x) — T, (x), n >0
v
Definicion 7.2.2

Sea f : [a,b] — R. Llamamos norma infinito de f a || f||.c = méx{|f(z)| : = €

[a, b]}.

Teorema 7.2.4
Sea P, : [—1,1] — R una funcién polinémica de grado n cuyo coeficiente principal
es igual a la unidad. Entonces || P, || > 217"

Dem:

Supongamos que existe una funcion polindémica P, (z) = a2+ ...+ a1z +agp
con a,, = 1, cuyo dominio esta restringido a [—1, 1] de modo que || P, || < 27"
Sea Q(z) = 2'7"T,,(z), entonces Q () es un polinomio de grado n cuyo coeficiente
principal es la unidad, pues segtin la formula de recurrencia obtenida en el teorema
anterior, el coeficiente principal de T;,(z) es 2" .

Sean los valores x;, = cos %’“ k = 0,...,n, los cuales estan comprendidos en
[—1, 1]. Por otra parte:

k
Q(m) = 2" cos [narccos <cos —W)] = 2" coskm = (_1)16217”
n

Sea el polinomio S(z) = Q(z) — P,(x) entonces se verifica que S(z) es un poli-
nomio de grado menor o igual que n. También se verifica

(_1)kpn(xk> < [Pu(zy)| < 217" = (—1)an($k),

de donde
(—1)FS(zx) = (=D*[Q(z) = Pu(x)] > 0,

por tanto, S(z) presenta al menos n cambios de signo en el intervalo [—1, 1] y por
continuidad, n raices, lo cual no es posible pues el grado de S(z) es menor o igual
que n — 1, por tanto, no es posible admitir || P,||.. < 2'7", de donde se sigue el
teorema. v

7.3. Interpolacion de Lagrange

Tal y como se ha visto anteriormente, dada una tabla {(x;,y;)}._, de valores
de una funcidn sobre los nodos ryp < z; < --- < x,, existe un unico polinomio
de grado menor o igual que n que interpola a la funcién en dichos nodos. En el
teorema de existencia y unicidad se proporciona un método para la obtencion del
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polinomio interpolante; este método consiste en la resolucion del sistema de ecua-
ciones lineales que satisfacen sus coeficientes. Sin embargo, este procedimiento no
es practico, pues la resolucion del sistema implica un gran numero de operaciones.
Para solventar este problema se proponen varios métodos para obtener el polinomio
interpolante sin recurrir a la resolucion de dicho sistema, entre tales métodos estan
los métodos de Lagrange, de Newton, etc. Notese que todos los métodos conducen
al mismo polinomio interpolante, y son Uinicamente, distintos procedimientos para
su obtencion.

En primer lugar, abordamos el estudio del método de Lagrange para la obtencion
del polinomio de interpolacion. Este método esta basado en el siguiente teorema:

Teorema 7.3.1
Sea zp < x; < --- < z,, un conjunto de nodos. Entonces, existe un unico conjunto
de funciones {¢;(x)}!_, tales que satisfacen:

1.- {{;(z)}}_, son polinomios de grado n.
2.- £z<xz) = ]_, Vi = 07 1, -, N
3.-&(%):0,‘v’i,j:0,1,...,n; Z;é.]

Dem:

La funcién ¢;(z;) =0, Vi, j = 0,1,...,nsi¢ # j, por tanto, x; es raiz de ¢;(z)
cuando j # i; asi, {;(z) = ¢i(x)(x —x) -+ - (x — xi_1) (T — Ti1) -+ (x — Tp).
Puesto que ¢;(x) debe ser un polinomio de grado n, ¢;(x) = C; € R debe ser una
constante real, y por tanto ¢;(z) = Ci(z —x¢) - - (x —x;_1)(x — 2441) - -+ (. — ).
El valor de la constante lo determinamos a partir de la condicion ¢;(x;) = 1. Asi:

Ci(zi —x0) - (25 — 1) (2 — Tig1) -+ (T3 — 2) = 1,

y por tanto
C; = 1 |
(Jh - ZCO) (I'z - 561;1)(% — $i+1) . (:L“Z _ :En)
de donde
gz(l') — (l’ — ZE()) e (Zﬁ — $i_1)(l’ — :L’i_H) . (.73 _ xn)

(zi —w0) -+ (2 — 1) (T — Tig) - -+ (T3 — 20)

Notese que dichas funciones dependen tinicamente de los nodos y no de los va-
lores de la funcion a interpolar.
El conjunto de funciones {/;(z)};_, recibe el nombre de funciones de base de la
interpolacion de Lagrange. Estas funciones constituyen una base del espacio vecto-
rial de los polinomios de grado menor o igual que n, pues constituyen un conjunto
linealmente independiente de polinomios de grado menor o igual que n de n + 1
elementos (igual a la dimension del espacio vectorial que se pretende generar) vy,
por tanto, constituyen una base. La independencia lineal se desprende inmedia-

n

tamente, pues sea ag,aq,...,a, € R de modo que se satisfaga > a;¢;(x) = 0,
=0
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asi > " jaili(x;) =0,Vj=0,1,...,ny por tanto:

Z CLZ&([E]) = aoﬁo(xj) 4+ ...+ aj_lﬁj_l(xj)—l—
=0

+aili(x;) + ajiljrr(z) + ...+ anly(z;) =
=a0+...+a;10+a;1 +a;,0+...+a,0=a; =0.

Entonces, a; =0, Vj=0,1,...,n.
El polinomio de interpolacién puede ser construido facilmente a partir de dichas
funciones como

Ln(z) = Z%gi(?ﬂ)-

Dicho polinomio recibe el nombre de polinomio interpolante de Lagrange. Veamos
que efectivamente dicho polinomio interpola la tabla {(z;,v;)}._,, para ello sea un
nodo arbitrario z; € {zo,x1,...,z,}, entonces:

n
1=0°

Lu(z;) =Y wili(x;) = yolo(z;) + .. + yj—1lj_a(a;)+
=0
+yi0(25) + yjrlia(zy) + ..+ ynly(z)) =
=ayo+ ... +y-10+yl+y; 04+ ... +y.0=1y;,

y por tanto, dicho polinomio interpola la tabla.
v
Finalmente, veamos una notacion mas compacta para dichos polinomios. Defi-
namos en primer lugar la funcién II(z) = []'(x — z;) y calculemos su derivada
la cual podemos expresar como:

/ Zf_(—?z z ¢ {xo,x1,..., 25}

(x; —x0) - (vs —wim) (@ — @) -+ (0 — ) =25, Vi=0,1,...

con lo cual se tiene que L,,(x) = > i = ()”%yZ sixz & {xo,x1,...,2}, Y
por tanto:

L II(z
Z (x—xlgl'[)’(xl)yl r ¢ {%0, L1y ;xn}

L,(z) =< i=0
Yi r=ux; 1=0,1,...n
Ejemplo 7.3.1
Dada la tabla
n |0 1 2 3
x, |1 2 0 3
yn |3 2 4 5
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Calcular mediante el método de interpolacion de Lagrange los valores f(1.5) y

f(2.5).
Para calcular el polinomio de interpolacion de Lagrange calcularemos en cada
caso los valores de la tabla:

r — Xy To— X1 Xog— T2 Tog— T3
r1 — Xy r — T r1 — T2 1 — T3
Tog —Tyg T — X7 r — To To — X3
Is — Xy X3 —T1 X3—Tg9g T — T3,

lo que resulta para x = 1.5:

= 2992 = (.5625

05 -1 1 -2 — 1 —  1y(1.5) .
1 05 2 -1 — 1 — [(15) =" —-05625
12 1503 = 9 = [(1.5) =928 = _0.0625
2 1 3 15 = 9 = I3(1.5) = 2% = —0.0625
N\
0.5625

En la tabla anterior detras de las flechas aparecen el producto de las filas y de la
diagonal, respectivamente. En la ultima columna, aparece el valor de las funciones
de base en el punto x = 1.5.

Finalmente, el valor del polinomio de Lagrange lo calcularemos como:

3
Ls(15) = Y Li(1.5)y; = 0.5625-3+0.5625-2 00625+ (—4) —0.0625-5 = 2.75.

=0

Para interpolar en el punto x = 2.5 por el método de Lagrange bastara cambiar la
diagonal de la tabla y efectuar los correspondientes calculos:

lp(2.5) = =231 = _(.3125

1.5 -1 1 22— 3 —
1 05 2 -1 — -1 — 1(25) = ﬂf% =0.9375
12025 3 = -15 = p(25) = =228 = 0.0625
2 1 3 05 — -3 —  13(2.5) = =251 = 0.3125
N\
-0.9375

3
L3(2.5) = Y 1;(2.5)y; = —0.3125-3+0.9375-240.0625- (—4)+.3125-5 = 2.25.
=0

¢

7.4. Interpolacion de Newton

En esta seccion se aborda el estudio de un método alternativo al de Lagrange
para la obtencion de un polinomio interpolante de grado menor o igual que n para
la tabla de valores {(x;,v;)}._,. Para ello definamos, en primer lugar, el concepto
de diferencia dividida de una funcién f(x) sobre los puntos z;, z;.
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Definicion 7.4.1
Llamamos diferencia dividida de la funcion f(z) en los puntos z;, x; a la cantidad

Flag) = f)

Cuando todos los calculos se refieren a una misma funcion, se suele suprimir el
subindice f, pues en ese caso no hay ambigiiedad. En este apartado, puesto que se
trata de interpolar una tabla de valores de una determinada funcion, prescindiremos
del subindice f.

Las diferencias divididas satisfacen la propiedad simétrica. Asi, [z;, z;] = [z}, z;].
A continuacion extendemos el concepto de diferencia dividida como:

1. Diferencia dividida de orden cero

[z:] = f(zi)
2. Diferencia dividida de orden k + 1
[IZ’Q, ceaey Iik,ZI}ik+J — [l’il, SL’iQ, C.e ,.Z‘Z'k]
[Ii1,$i2,...,$ik,xik+1} = T — 1
Tk+1 21

A partir de esta definicion se obtiene inmediatamente el siguiente resultado:
Sean los puntos x1, s, ....,2, € R,y sea ¢ una permutacion de n elementos.
Entonces [:L’l, To, ... ,ZL’n] = [l’g(l), To(2)s - J]J(n)} .

Teorema 7.4.1
Sea P(z) un polinomio de grado n, entonces sus diferencias divididas de orden n
son constantes.

Dem:

Sea z;, € R,y sea [z, z;,] = LB =Fnlzn)

— . Evidentemente, se tiene que x;, es

1
raizde P, (x)— P,(x;,), por tanto, P, (x)— P, (z;, ) es divisible por z —z;, . Entonces
la diferencia dividida [z, x;, | es un polinomio de grado n — 1.

Sea x;, € R{x;, } ysea P,_1(x) = [z, z;,]; por tanto, se satisface la relacion
P.(x) = Py(xi,) + Pooa(z)(z — x4y).
Sea la diferencia [z, x;,, z;,], entonces se verifica que el numerador de

[Iaxi1axi2] = [ : “L]U—[I;N Z2]7

se anula si x = z;, lo que implica que es multiplo de x — z;,, por tanto, [z, x;,, z;,]
es un polinomio de grado n — 2 que llamaremos P, _»(x). Dicho polinomio satisface
la relacion

Poo1(2) = Poo1(@i,) + Paa(2) (@ — 33,) = [13, — @] + Poa(2) (@ — 73,).
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Supongamos que para orden k se tienen los puntos distintos z;,, ..., z;, € R,y que
P, y(x) = [z,z;,...,x; ] es un polinomio de grado n — k que satisface

Pn—k(‘r) = Pn—k(xlk) + Pn—k-‘rl(x)(x - Ilk) = [Iiu cee wxik] + Pﬂ—k-i-l(x - xlk)

Sea zj41 € R — {x;,, 4, ..., z; }. Entonces:
Pn—k—1<$>: [x7xi1""7'rik7xik+1} :[ — 7 Zk] [ S o Zk-‘rl}7
ZL'—ZL‘Z‘IH_I
de donde

Pn*k<x> - Pn*k(xikJrl)

r — xik+1

Pn—k—l(x) =

se anulaen x = x;,,, y, por tanto, P, _(z) — P,_x(w;,,, ) es divisible por v — ;. .
Asi, P,_;_1(z) es un polinomio de grado n — k — 1 que satisface la relacion

Ppi(®) = Poog1 (i) + Pog1(2) (2 — 2y, )

Por tanto, Py(x) = [z, @iy, Tigy - - -, T4y | = W es un polinomio de grado 0,
y por consiguiente, constante. Sea z;,,, € R — {z;,,z;,,...,z;, }. Entonces puesto
que Py(z) es constante se satisface que
[T, 2y, Ty oo 25, ] = Po(x) = [xil,xz-Q, . .,xin,xinﬂ} .
v
Teorema 7.4.2
El polinomio N, (z) definido como
Np(x) = [xo] + [0, z1](x — 20) + [T0, T1, T2](x — 20)(® — 1) + ... +
+ . F [zo,xy, . wp)(—xo) (= xp) - (= )

interpola la tabla {(z;, y;)};_, de valores de una funcion sobre los nodos zy < 1 <

Dem:
Aplicando el teorema anterior al polinomio interpolante de Lagrange P, (x) =
L, (z) y alos puntos (z;,, s, . .., i, ) = (%o, 21, ..., T,) se tiene que:

Pi(z) = Pi(xp)+Po(zn)(x—x0—1) = [T0, T1,y . - oy Tpo1]F X0, T1, - oy Tp ) (x—2p—1)

Py(z) = Py(xn, — 1) + Pi(2)( — 2p—2) =
= [zo, 21, .. ., Tp_o|+ ([0, T1, . .., Tpoa] + [To, 21, - .-, 20 (2 — Tpo1)) (T—20—2).
Asi:

P.(z) = Py(xo) + Py_1(x)(x — x0) = [x0] + [0, 71](T — T0)+
+[zo, x1, x| (x—x0) (X —21)+. . . H[T0, X1, . ., T (x—z0)(x—21) - - (T—Tpq).

Esta forma del polinomio interpolante se conoce como primera formula de Newton
o formula de interpolacién de Newton hacia adelante.
v
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Ejemplo 7.4.1

Dada la tabla
n|0 1 2 3
z, |1 2 0 3
Yo |3 2 45

Calcular los valores f(1.5) y f(2.5) mediante el polinomio de interpolacion de
Newton en su primera forma.

Para interpolar mediante el método de Newton calcularemos las diferencias di-
vididas;

ZTo [.I()]
[0, 21]
T [1151] [$0,$1,$2]
(21, 1] [z0, 21, T2, 73]
T2 [362] [9617 T, 1’3]
22, 23]
XT3 [ZL‘3]

lo que para nuestros datos resulta:

113
-1
212 -4
3 2
01|-4 0
3
315

El polinomio de interpolaciéon de Newton (primera forma) se escribe como:
Ns(x) = [xo] + [0, z1](x — x0) + [T0, 21, T2 (z — 20) (x — 21)+
+ [z0, x1, T2, 3] (X — o) (x — 1) (2 — 22),
lo que resulta para x = 1.5:
N3(1.5)=3-1---05—-4---05---(=0.5) +2---0.5--- (=0.5) - - - 1.5 = 2.75,
y para x = 2.5:
N3(25)=3-1---15—-4---15---(0.5)+2---1.5---(0.5) - -- 2.5 = 2.25.
¢

Teorema 7.4.3
El polinomio N, (z) dado por

No(z) = [zp] + [Xne1, o) (2 — 20) + [Th_2, o1, o) (. — 1) (T —225) + ...+

+ .o F[xe,xy, (e —xy) - (T — ) (2 — xy)

interpola la tabla {(z;, y;)}._, de valores de una funcion sobre los nodos =y < z1 <
cee < T
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Dem:
Se obtiene igual que en el caso anterior sin mas que escribir los nodos en el
orden x,, xp_1,...,T1, Tg.
v
Esta formula es conocida como segunda forma del polinomio interpolante de
Newton o también como formula de interpolacion de Newton hacia atras.

7.4.1. Interpolacion con puntos igualmente espaciados

Definicion 7.4.2
Sean los nodos zy < z; < --- < x, igualmente espaciados mediante un paso h,
estoes, z; —x;_1 = h > 0,7 = 1,...,n,y sean yp, ..., ¥y, los valores de una

determinada funcion sobre ellos. Llamamos diferencia avanzada de la funcion en
elnodoia Ay, =y;.1 —y;dondet=0,...,n — 1.

Definicion 7.4.3
Dada la tabla de valores {z;,y;}" , de una funcion sobre los nodos igualmente
espaciados xyp < r1 < --- < x, se define diferencia avanzada de orden k£ como

APy = 051y — AF 1y siendo A%; = ;.

Es inmediato que Aly; = Ay;.
De modo andlogo, se definen diferencias retardadas como:

Definicion 7.4.4

Dada la tabla de valores {x;,y;}" , de una funcion sobre los nodos igualmente
espaciados xo < x; < --- < x, se define diferencia retardada de orden %k como
VFyi = VF 1y — VE 1y, siendo VO, = ;.

A las diferencias V!y; también se les denota como Vy; y normalmente son deno-
minadas de un modo mas simple como diferencia retardada de y en el nodo <.

Definicion 7.4.5
Sea un conjunto de nodos igualmente espaciados o < r; < --- < x,. Llamamos
productos generalizados de orden k£ = 0, ..., n hacia adelante y hacia atras a

las cantidades [z, y {x}; definidas como

2]k = [z]pg—1(x—k+1), {z}p ={z}s—1(z—n+k—1), donde [z]p={z}o=1.

Teorema 7.4.4

Dada la tabla de valores {x;,y;}" , de una funcion sobre los nodos igualmente
espaciados rp < 71 < --- < x,, se tiene que el polinomio interpolante de Newton
N, (x) en su primera forma viene dado por

Ny(z) = Z Akiyo (g%

donde g = "2,
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Dem:
Sea N, (z) el polinomio de interpolacion de Newton en su primera forma, el
cual viene dado por

N, (x) = [xo] + [0, 1) (z — m0) + [x0, T1, T2|(x — xo)(x — 21) + -+ +

+ 4 [xoy ) (= x0) - (T — )
Segun las definiciones anteriores, se tiene que [x;] = AY, [x;, z41] = z’i—:fj =
1 1
1,. . . .
%. Para evaluar las diferencias segundas, [z;, z; 1, T; 2], se tiene:
i — [ Alvs — Al A2
[ZIZ’ - T } o [xl+17x7,+2] [3717%+1] o Yit+1 Yi o Y;
is Titl, Tiga] = = = .
’ ’ Tiy2 — T; 2h? 2h2
Supongamos que [z;, z; Titk] = A% entonces:
gy g1y« oy Ltk LRk .
_ [Tig1s - Tk, Tihgr] = [T6, Tigr, - Tig _
[Tiy Tigs - ooy Tik, Tikp] = =
Litk+1 — T4
AFyig Ay, E+1
MRt RIRE Ay,

(E+Dh  (k+ )R

lo que confirma la hipétesis de induccion.
Por otra parte, se tiene que

k
H(x —Tp) = H(qh + 10 — 1) = H(qh — kh) = [q]xh"
i=0 i=0 i=0
por tanto:
"L ARy, "L ARy,
k=0 k=0
con lo que se tiene el resultado. v

Teorema 7.4.5

Dada la tabla de valores {x;,y;}" , de una funcion sobre los nodos igualmente
espaciados o, . . ., x,, se tiene que el polinomio interpolante de Newton N, (x) en
su segunda forma viene dado por

donde ¢ = =72,

Dem:
Completamente analoga a la anterior.
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7.5. Interpolacion osculatoria. Polinomio de Hermite

En las anteriores secciones se ha abordado la resolucion del problema de la
reconstruccion de una funcion f(z) a partir de una tabla de valores de la misma,
{(z;, f(z;))};—,. En esta seccion se aborda el estudio de como aproximar una fun-
cién mediante interpolacion polindmica cuando, ademas de la anterior tabla de va-
lores, se conoce también el valor de la primera o sucesivas derivadas en los nodos.
Dentro de la interpolacion osculatoria, uno de los casos mas importantes es el si-
guiente: encontrar una funcion f(z) de modo que ella y su derivada interpolen la
tabla de valores {(x;, y;, y}) }iy. esto es, f(z;) =y, f'(z;) =y, Vi=0,1,...,n.
Para resolver este problema, se tiene en, primer lugar, que existe un unico polino-
mio de grado menor o igual que 2n + 1 que interpola la tabla {(z;, v;, y;) };_; dicho
polinomio se conoce como polinomio interpolante de Hermite Hy, () para la ta-
bla {(‘T“ Yi y;>}?:0
La construccion del polinomio de Hermite puede abordarse por varios procedimien-
tos, siendo los principales el de Lagrange y el de Newton, de los cuales inicamente
analizaremos el enfoque lagrangiano, el cual se puede abordar del siguiente modo:

Teorema 7.5.1
Sean los nodos ¢ < 71 < z9 < --- . < x,. Entonces existen unos Unicos conjuntos
de funciones {®;(x)}; , y {¥;(z)},_,, tales que:

1. ®;(x), ¥;(x) son polinomios de grado 2n + 1,Vi =0, 1,... n.
3. (I%(xj) = (I);(Qf]) = O, \I’Z(ZIZ']) = \I];([EJ) = O, VZ,] = 07 1, Lo, ny 1 7é ]

Dem:

La funcion ®;(z) y su derivada se anulan en los nodos xq, . . ., i1, Tis1, - - -, Tp.

Por tanto, dichos nodos son raiz doble de ®;(z) y, por tanto, ®;(z) es divisible por
el polinomio

(@ —x0)*(x —a1)* - (2 — 21)* (& — 2iga)? - (T — )

y por ello, también lo es por ¢?(x) siendo /;(x) la i-ésima funcion de base de la
interpolacion de Lagrange. Puesto que ®;(z) debe ser un polinomio de grado 2n+1,
debe de cumplirse que

®;(x) = (auxr + ﬁz)éf(x)

Los coeficientes «;, (3; se determinan a partir de las condiciones ®;(z;) = 1y
O’ (z;) = 0; asi, se tiene que:

() = (auws + Bi) 3 (x;), y, por tanto, azz; + 3 = 1.
Por otra parte, se tiene:

DL(z) = a;l?(z) + 2(cuw + Bi)ls(x) ()
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de donde
() = i3 (z;) + 2(ux; + Bi)li(z:)li(x;), y, por tanto, a; + 2¢)(x;) = 0,
de donde se obtiene:
a; = =20(x;), Bi =1+ 20(x;)x;,
y por tanto:
ar+ G = =20 (x)x + 1+ 20(x;) = 1 — 20 (x;) (@ — xy),

Asi, @;(z) = [1 — 20(z;)(x — x;)] £2(x).

Para determinar ¥, () procederemos de un modo similar. Asi, puesto que la funcion
®;(x) y su derivada se anulan en los nodos xq, ..., T; 1, Tit1,...,%,, y dado que
ésta debe de ser un polinomio de grado 2n + 1, ¥;(x), debe tener la forma:

Wi(z) = (s + 0;)03 ()

Puesto que U;(x;) = 0 se tiene que V;(z) debe contener como factor a = — z; (el
cual no esta contenido en ¢;(x)) y, por tanto, v,x; + ¢; = C;(x — x;); de este modo

se satisface
U (x) = Cil?(x) + 20;(x — x3)l;(z) (),

y dado que V) (z;) = 1, se tiene

De este modo, resulta que ¥,(z) = (v — x;)03(z).
v

Teorema 7.5.2 n
El polinomio Hyy,1(x) = Y [®;(2)y; + ¥;(z)y.] interpola la tabla de valores de la

=0
funcion f(x) y su derivada dada por {(z;, y;, v}) }.—p-

Dem:
Sea x; € {zg,z1,...,1,}, entonces:
Hopa(z)) = Z (@i (z)ys + Us(y)y)] = Z [0 59 + 0y = 0,595 = yj,
i=0 1=0
H, () = > [ @4y ys + Uil 'yl =Y [0ys + 61591 = 65,59, = v,
i=0 1=0
1 i=y )
donde 6, ; = 0 it representa la delta de Kronecher. Por tanto, se verifica el
7
teorema.
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7.6. Interpolacion segmentaria

En un principio, puede parecer que obtener mas precision en las técnicas de in-
terpolacion es cuestion de tomar un mayor numero de puntos en el intervalo donde
se requiere interpolar; sin embargo, esto no siempre es asi, basta tratar de aproximar
la funcion f(z) = mﬁ en el intervalo [—1, 1] a partir de su tabla de valores en
los puntos xg = —1, zy = x9g+ k---h, k=0,1,...,ncon h = % para observar
que cuando aumenta n, el error lejos de disminuir, crece desmesuradamente alrede-
dor de los puntos © = —1, x = 1. Este problema puede ser resuelto si en lugar de
realizar la interpolacion con un Unico polinomio interpolador para todo el intervalo
[-1,1], se subdivide éste en subintervalos y se utiliza en cada uno de ellos un poli-
nomio interpolante distinto. Para ello, definiremos en primer lugar el concepto de
polinomio trazador (o splin) como:

Definicion 7.6.1

Sea un intervalo [a,b] en Ryseaa = 29 < 21 < ... < x,_1 < T, = buna
particion de [a, b] en subintervalos. Diremos que S(x) es un polinomio trazador o
splin en [a, b] asociado a la particion a = xg < x1 < .... < T, < x, = bsi

3So(z), Si(x), . ..., Sp—1(x) polinomios de modo que

(So(x) z € [0, 11]
Si(x) T € [z, 29|
Sy d 7
S IS R
Sn—l(x) YIS [In—laxn]
Siademas Vi = 0,1,...,n—1, S;(z) es un polinomio de grado % y se cumplen
las condiciones de continuidad
Si(zis1) = Siv1(zig1),  Si(wiy1) = S£+1<xi+l)v SEERY) Sf_l)(xiﬂ) = Sf4__11)(=73i+1)7

se dice que S(z) es un splin de orden k.

Definicion 7.6.2

n

Diremos que un splin S(z) interpola la tabla de valores de una funcion {(z;, v;)}._,

siVi=0,1,...,n, se verifica que S(x;) = v;.

Noétese que los nodos de la tabla y de la particion en donde se define el splin no
tienen necesariamente que coincidir.

Dentro de la interpolacion por polinomios trazadores (splines) merecen especial
consideracion los llamados splines lineales y los splines cubicos (de tercer orden).
Respecto a los splines lineales se verifica:

Teorema 7.6.1

Dada la tabla de valores {(z;,v;)}._, de una funcion f(x), existe un tnico splin de
grado uno, asociado a la particiéon xg < x; < --- < x, que interpola dicha funcion
en dichos nodos.
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Dem:
Sea S(x) un splin de grado uno asociado a la particion

(So(z)  x € [mg, 7]

Si(x) T € [z, 29]
=5 v e lma
(Sn—1(x) @ € [Tp_1, 24

donde por condicion de continuidad se permite escribir los subintervalos como ce-
rrados. Por interpolar la tabla S;(z) debe ser el tinico polinomio de grado uno que
interpola {(x;, y;), (ziy1,vi+1)}, y por tanto se verifica que

L — Tit1

Si(x) = Yi

Ty — Ti41

_l_
+
—_

con lo que se tiene el resultado.

Respecto a la interpolacion mediante splines cubicos se verifica el siguiente
resultado:

Teorema 7.6.2

Dada la tabla de valores {(z;,v;)}_, de una funcion f(z) , existe un unico splin de
cubico asociado a la particion zy < z; < --- < x,, que interpola dicha funcion en
dichos nodos y que satisface S{) (zo) = 0,y S//_,(z,) = 0.

Dem:
Sea el splin S(z) de grado tres, definido como

'So(x) r € [x9,21]

Sy (z) T € |21, xo]
SO =Vam) o efrnanal

(Sn—1(x) @ € [Tpo1, 24

que interpola la tabla {(z;,y;)},_,. Entonces Vi = 0,1,...n — 1, se tiene:

Si(zi) = yi,  Si(ir1) = Yirr, Si(ir1) = Sia(@in), S (wi1) = St (Tira),
expresiones en las que se recogen la condiciones de interpolacion y continuidad.
Por ser S(z) un splin clbico, las funciones S;(z) son polinomios de grado tres,
y por tanto, sus primeras derivadas son polinomios de grado dos y sus segundas
derivadas son polinomios de grado uno, por tanto, la segunda derivada S}’ (z) puede
determinarse conociendo su valor en los extremos.
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Sea S!(x;) = 2, S!(xiy1) = zip1, Vi = 1,2,...,n — 1. A partir de esto se
puede obtener S/ (x) mediante interpolacion lineal resultando:

L — Tit+1 r—x; )
Sz”(x> = Zi+ —— %41, Vi=0,1,...,n—1.
Ti = Ti+1 Tit1 — Li
Definiendo h; = ;11 — x;, Vi = 0,...,n — 1 se obtiene
Tiy1 — T r — T

Si(w) =

hi Zi + hz Zid1, WzO,l,...,n—l,

a partir de lo cual obtenemos, integrando dos veces con respecto a la variable x:

1 (v — ) 1(z—a)?
Si(z) = E%Zz + g%zi—i—l +pi(z), Vi=0,1,...,n—1,
donde p;(x) es un polinomio de grado uno en x que expresaremos como p;(x) =
a;(xip 1 — ) + fi(x — ;). Por tanto, Vi = 0,1,...,n — 1, se obtiene

(i —2)®  1(z— ;)
Sz<l’) = é%zz + 6¥Zi+l + OZZ'<IZ'+1 - ZL’) + 61(1’ - ZEZ)
Dicho polinomio debe interpolar la tabla {(z;, y;) } .-, por tanto, se verifica S;(z;) =
Yi» Si(Ti11) = yi+1 de donde se tiene inmediatamente

1 .1
thZiH + Bihi = yip1  — B = Yirl lziJrlhi-
6 ° h; 6

Por tanto se tiene

V(21 — 2 1(z— ) 1
Si(z) = 6%% + —uziﬂ + (Z— - 6%%) (Tip1 — o)+

Por otra parte, se debe verificar la condicidon de continuidad para la primera derivada
S'(x); asi, Sj(z; +1) = Si,(x; +1),i=0,...,n — 2. Derivando S;(x) y S;+1(x)
se obtiene:

1 (241 —2)? 1(x — ;) 1 Yi | Yirr 1

1 (w40 — 2)? 1(x —41)? i i 1
/ 42 +1 i+1 i+2
; = s Zipits; 5 ZiratZZir1thi— ——Ziy2hig1,
i+1(7) 2 s Fir1Tg T Zit2 6Z +17i+1 Ty oot 62 +2Mi+1

y por tanto,
1 1 Yi | Yirr 1
Si(Tip1) = éhizi-i-l +gaihi - . + ht - gziﬂhi
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1 1 Yivr | Yir2 1

Sz{+l<xi+1> = _EhHlZiJrl + ézi+1hi+l - it | hiet - 62i+2hi+17
igualando y operando se obtiene
1 1 1 Yi 1 1 Yi+2
—zihi + = (hi + Ny i “hip1zigo =" — |+ —| ¥ ;
62 + 3( + hiy1) zig1 + G +1%i42 I, [hi + hi+1} Yi+1 + hes
y finalmente
6 6
Zihito (hi 4 hig1) Zig1 + hig12ip2 = 7 (Y2 — Yir1) — 7 Wirr — Ui)
iy h
o lo que es equivalente:
6 6
Zic1higr (hicy + hi) zi + hizig = . (Vi1 — ¥i) — h (Yi — vi-1) -
i i—1
Por tanto, y puesto que zp = 2, = 0, los valores 21, ..., 2,1 satisfacen el sistema
de ecuaciones lineales
_al hl 0 0 0 0 0 0_ _Zl— [ b1 i
hl (05} hg 0 0 0 0 0 29 b2
0 hg as hg 0 0 0 0 z3 o bg
0 0 0 0 0 e hn_g Ap—2 hn—l Zn—2 bn_g
| 0 0 0 0 0 e 0 hn—l an_l_ _Zn—l_ L bn—l ]
donde:
6
a; =2(h; + hi—1), b =v; —v;_1, conv; = T (Vi1 — i) -
v
Ejemplo 7.6.1
Construir el splin cubico natural correspondiente a la tabla
n|0 1 2 3
z, |1 2 0 3
Yo |3 2 4 5

Para construir el splin cubico natural correspondiente a la tabla procedemos, en
primer lugar, a reordenar la misma

n|0 1 2 3
z, | 0 1 2 3
Yn | -4 3 2 5
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El paso h; = x;11 — x; = 1 es constante e igual a uno. El problema se reduce a
encontrar los valores z;, 2o correspondientes a S”(x;), lo cual se consigue a partir
de las relaciones
hi = i1 — x5, wy = 2(hiy1 + hy)
bi =6/hi(yir1 — i), vi=0b1 —bi_1.

Finalmente, el problema se resuelve a partir del sistema de ecuaciones

ur hi| [z |1

hl U2 Z9 o (%) '
Asi se tiene hl = h2 = 1, Uy = Uy = 4, bo = 42, bl = —6, bg = 18,'1}1 = —48,'112 =
24, por tanto, se debe resolver el sistema:

4 1 21 —48
1 4 Z9 o 24
cuya solucion viene dada por z; = —%,

interpola la tabla de datos viene dado por:

29 = %; por tanto el splin cubico que

So(z) = =22+ Yz —4 siz e 0,1]
S(x) = { Si(x) = 4a® — La? + By — 2 siz € [1,2]
52($)=—§$3+%x2—%x+% siz € [2,3].
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Tema 8

Diferenciacion e integracion
numérica

8.1. Introduccion

En el presente capitulo se aborda el estudio de un conjunto de técnicas numéri-
cas cuyo objeto es, por una parte, conseguir aproximaciones numéricas al valor de
las derivadas de una determinada funcidn; y por otra, determinar el valor de una
integral definida con la mayor precision posible.

El primer problema es, en general, de gran dificultad, pues como se muestra en
el ejemplo, de la proximidad de dos funciones no se sigue la proximidad de sus
derivadas. Sean las funciones fi(x) = 2% + 2,y fo(z) = 2* + & + esen % donde ¢
es una pequena cantidad positiva; estas funciones satisfacen, por una parte:

|fi(x) = fo(x)| =

Por otra parte, se verifica que f{(z) = 2z + 1,y fi(z) = 2z + 1+ 2 cos %; asi, en
x = 0 se tiene que

T x
esen —| < elsen —| < €.
€2 €2

1£1(0) = f2(0)| < e |£1(0) — f4(0)] = %

La primera cantidad es pequefia cuando € es pequefio, afirmacion que no es posible
hacer respecto a las derivadas pues cuando € es pequefio % es grande.

El problema de la integracion numeérica es, en principio, mucho mas sencillo,
pues si en un intervalo [a, b] se verifica |fi(z) — fo(x)| < ¢, entonces se verifica

[ s [ nw < [18e - sl s [ar= -0,

El método que se seguirad para obtener aproximaciones a las derivadas e integrales
de funciones estara basado en encontrar una aproximacion a la funcion mediante
interpolacion polinomial, para a continuacion efectuar la operacion requerida sobre
el polinomio interpolante.

En este capitulo, el tema de la derivacion numérica se abordara someramente;
mientras que dada su importancia, la integracidon numérica se tratard con mayor
detalle.
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8.2. Derivacion numerica

Sea f(x) una funcion continua y suficientemente derivable en un intervalo [a, 0]
de la que conocemos sus valores enlosnodosa < zg < xy < --- < X1 < T, < b.
A partir de la tabla {(x;, f(z;))}._, se construye el polinomio interpolante para la

misma, que en su forma de Lagrange resulta L,,(x) = > ¢;(z)f(z;). A partir de
i=0

esta expresion, resulta:

1 n
) = ) gyl V€t donde w(a) = [[o — ).
Derivando se obtiene
F) = L) + e () + () ()
" (n+1)! (n+1)! dx
donde w'(z) = > [] (z — z;). Esta expresion se simplifica en el caso de ser eva-
i=0 j=0
gﬂC
luada en los nodos, pues w'(zx) = [] (z — z;).
=0
J#k

El error que se comete al tomar la aproximacion f'(z) ~ L/ (z) viene dado por

/T G (@) + e (@) 45 fU D (), expresion que se simplifica en el

caso de evaluar la derivada sobre uno de los nodos, pues en ellos w(z;) = 0y,

por tanto, en este caso el error viene dado por (n+11)!f (1) (g, )w'(zy). A partir

de esta ultima expresion, en el caso de un mallado regular de nodos xg, z1, ..., x,
donde z; = zy + th, el error cometido al interpolar en el nodo z; viene dado por
e T Rk = 1) - 1(=1)(=2) -+ (k — n)h™.

Por tanto, el error es de orden n en h.

8.2.1. Formulas mas usuales de derivacion numérica

A continuacion exponemos un conjunto de férmulas de uso muy comun en de-
rivacion numérica. En este apartado consideraremos que los nodos xg, z1, ..., 2,
estan igualmente espaciados de modo que x; = xy + ¢h. En primer lugar, se tiene

/ Yi+1 — Yi
€T;) R —,
f(a) 2

la cual procede de derivar el polinomio interpolante en los nodos z;, ;1.
Para determinar el orden del error mediante un método alternativo desarrollamos
yix+1 en serie de Taylor alrededor del punto x;, asi:

1
Yiy1 = Yi + yih + §f” (f)hQ
de donde

) = B e,
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por tanto, la aproximacion es de orden uno en h.

Puede comprobarse que la aproximacion dada por f'(z;) ~
primer orden en h.

Otra aproximacion de gran utilidad es la siguiente:

Yi—Yi—1
h

, €s también de

o) o Vi = Vi1

Para evaluar su precision consideramos los desarrollos
J 1
Yir1 = yi +yh + Vi h? + gfg) (E)h®, & €li, v,

1 ” ]_
Yi—1 =Yi — y;h + Eyz h’2 - éfg) (52)]137 gl e]xi—la fL’i[,

restando ambas expresiones y dividiendo por 2h se obtiene
Yit1 — Yi-1

1
57 =y§+6 L&) + (&) n*.

Si f es una funcion al menos C? se tiene que 3¢ € [min{&;, &}, max{&;, &} de
modo que f%(§) = % [f3)(€1) -+ f3)(€2)}; asi

r Y1 — ¥ 1o 9

= S YL 2 )2,

Esta formula es mas precisa que la anterior pues es de segundo orden en h.
Otra férmula de gran interés es la aproximacion a la segunda derivada dada por

v Yl — 2Yi + Y

Y ~ h2
Para determinar su error consideremos los desarrollos
1 1 1
Yis1 = Yi +yih + §yi h + gyf)h?’ + ﬂf4) (&R, & €l i
Vi1 = Yi — Y;h + Vi h= — GV h’ + ﬁf (&)h", & €lximg, xil.

A partir de estas expresiones obtenemos

" 1
Yiel — 2Yi T Yic1 = ¥; h + ﬁ [f4)(51) + f4) (52)} h47

de donde dividiendo por h? se obtiene

i -2 7,+ i — " 1
T = gy &) + (@)

y por tanto,

1 3 -2 i+ Y 1
y = HH I [0 + £ )]

Finalmente, procediendo como antes se obtiene

v Yirl — 2 + Yioa 1 4) 2
. pr— i h .
Y; 2 517

Asi, la aproximacion resultante es de segundo orden en h.
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Formulas de alto orden en los extremos

A partir de la interpolacién de Newton con puntos igualmente espaciados, se
obtiene el conjunto de formulas de orden n dado por

1 1 1 (—1)"‘1
A /ANy Ry, I R Sl A N P
v, h{ SATH AT ]y
1 1 1 1
r_ = i v 3 —\n )
yi—h[V%—ZV ~|—3V+ +nV}y,
" 1 1 2 1 3 <_1)n_1 2
T=— A —-ZA A AU S A N ;
Vi = e SR S 4

n_ 1 V+1V2+1V3+ +1V”+ 2
yl_hQ 2 3 n c yl’

y, en general, para orden m se verifica

1 1 1 (—1)”_1 "
m _ AN IA2Z L A3 N Ay,

m):iv 1V2 1V3 lvnm,

Derivacion mediante extrapolaciéon

Un método particularmente util para aumentar la precision de las formulas de
derivacion numérica es el de extrapolacion, el cual consiste en obtener aproxima-
ciones a la derivada con dos pasos distintos, h, y ho, a partir de lo cual se obtienen
sendas aproximaciones ' (hy) y ¢'(hs) a la derivada ¢/(z;). Si la funcién y(x) es
suficientemente derivable, si ademas se cumple que O(hy) = O(hy) = O(hy — ha),
y el método de derivacion es de orden O%(h), se verificara que

yl(.ZCZ) = g/(hl) —+ Cllhlf + Ok+1(h1)
y'(z;) = §'(ha) + arhs + 0" (hs)

de donde se tiene,
y' (i) (hs = hy) = §'(h)hs — §'(ha)hs + 0% (hy),

y por tanto,

' (h ) — (e )
y( 1) 2 yk( 1) 2 +Ok+1<h1>7
hs — hi

formula que resulta de un orden mayor que la inicial.

El método de extrapolacion es particularmente interesante cuando la férmula de
derivacion inicial es de tipo central, pues en ese caso el desarrollo del error cometi-
do al aproximar la derivada mediante la formula numérica sélo contiene potencias
pares, por lo que cada vez que se aplica el método, el orden de la férmula resultante
aumenta en dos unidades.

y/(%’) =
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Ejemplo 8.2.1
Obtener mediante extrapolacion una formula de derivacion cuyo error sea de cuarto

orden a partir de ;(h) = ¥+,

Para un paso h, se tiene

o= ) — (O + O (h).
Para un paso 2h:
yi = 31(20) — S PIOR + OM(h).
Multiplicando la primera expresion por cuatro y restando se tiene
3y; = 44;(h) — gi(2h) + O*(h),
y por tanto:

, Agi(h) — 9i(2h)
Yi = 3

+0%(h),
lo que conduce a la férmula

) “Yir2 T 8Yir1 —8Yi1 + Yio
v 121 '

8.3. Integracion numérica

El problema de la integracion (o cuadratura) numérica trata de determinar el
valor de una integral fab f(z)dx con una precision definida de antemano. El método
que seguiremos para obtener dicho valor serd aproximar la funciéon f(z) por un
polinomio, para a continuacidn integrar dicho polinomio.

Sean los puntos a < zg < 11 < 9 < -+ . < xp_1 < x, < by sealaaproximacion
n

Ln(x) = > 4;(x)f(x;) a f(x) mediante el polinomio de interpolacién de Lagrange
i=0

en los nodos g, . . ., x,. A continuacion se proceder a efectuar la aproximacion
b b n n b n
/ f(z)dz ~ / Z&(m)f(mi)dx = Z {/ fi(x)dx} flzi) = ZAif(xi)a
a @ =0 i=0 Y@ =0

donde A; = fab li(z)dz.

Cuando zyg = a 'y x, = b se dice que la formula de cuadratura es cerrada. En
caso de ser a < 7oy x, < b se dice que la formula es abierta. En general, son
mas dificiles de obtener las formulas abiertas que las cerradas, si bien las primeras
pueden ser construidas de modo que resulten de mayor precision para la misma
cantidad de nodos.
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Diremos que una formula de cuadratura numérica es de orden 7 si es exacta para
polinomios de grado menor o igual a n. La eleccion del método de interpolacion nos
asegura que tomando n + 1 nodos z, x1, . . ., z,, en un intervalo [a, b], la cuadratura
numérica resultante es al menos de orden 7, pues si f(x) es un polinomio de grado
menor o igual que n se verifica que L, () = f(x), de donde se tiene la igualdad de
resultados.

8.3.1. Formulas de Newton-Cotes

Las formulas de Newton-Cotes son formulas cerradas construidas del modo si-

guiente.
Sean > 0,yseaxy = a, h = b_T“, r, = x9 + kh, k = 0,1,...,n. Sea
L, (z) el polinomio de interpolacion de Lagrange sobre los nodos xg, 1, . . . , Zp.

Para obtener la correspondiente formula de cuadratura bastara obtener los valores
A;, para lo cual efectuaremos el cambio de variable = xq + th, asi dv = hdt y
x; =x(i), 1 =0,1,...,n. De este modo

b n n —a [
A; :/ 0i(x)dx :/0 () hdt = h/o Ca(t)dt = - /0 i(2(t))dt.
Por otra parte,
() = (x—x0) ... (x —xiq)(x —2441) ... (T — )
E’L( ) (Iz — .To) e (IZ — xi—l)(xi — xi—&—l) Ce (ZL’l — l‘n)’
y dado que
$—$k:$0+th—<l’0+k}l)I(t—k)h
xi—xk:xo—i—z’h—(xo—l—kh) = (Z—k)h,
se tiene . .
() = th....t—i+1)h-(t—i—1h....(t—n)h _

ih....h(=h)....(i —n)h
Lt =1) . t—i+1)(t—i—1)....(t—n)
=) il(n—i)! ‘
De este modo:

A = b;_@a o= (1) /0" t(t — 1)...(t_¢i;;)£ti;!¢_ Dot-m),

donde los coeficientes a; son independientes del intervalo [a, b]. De este modo, es
posible rescribir la formula de cuadratura numérica como

b b—a
[t =03 (o)

obteniéndose una férmula que depende del intervalo inicamente a través del factor
b — ay de la posicion de los nodos, pero no de los factores «;.

A continuacion obtendremos de modo explicito las cuadraturas numéricas para el
caso particularn = 1y n = 2.
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Formula del trapecio

La cuadratura de Newton-Cotes con n = 1 recibe el nombre de formula del

trapecio. Para determinar la férmula del trapecio bastara determinar sus coeficientes
Qp, (1. Asi:

-1 ! 2 7t 1 1
= (— 1-0 — — _— = — —_ — = —
ap = (—1) /0 ol ——dt = /0 (t—1)dt = [2 t ) [2 1] 5

21 1
/iiﬁﬁ/ /‘Mt [2 =3

De este modo se tiene

7)) = (0= a) | 3a) + 500

o lo que es equivalente

b—a
2

T(f(.’l?), a, b) = [f(a) + f(b)] :

Férmula de Simpson

A continuacion se aborda el estudio de la formula de Newton-Cotes de orden 2

o formula de Simpson. Al igual que antes deberemos obtener los valores de o, o,
y ip; asi:

2 2 9
Lo [T -2) L[, 168 3,
%Zbﬁfo/ dt== | (2—3t+2)dt=-|> — 22 4o| =
0 012! 2/ 213 73

18 12+2 1
- 2\3 3 3’

24t —2) 2 £ ? 8 4
:_12—1 — _ 2_2 — _ Z 42 —_ __4 _ -
a; = (—1) /0 T dt /0 (t=—2t)dt [3 t}o (3 ) X

2t —1) 1 [?
_ 2-2 _ 2_
ag = (—1) /0 5101 dt = 2/0 (t5—t)dt

de donde resulta

()0t = "5 |3

4 1
Flao) + 3Gon) + )|
o lo que es equivalente

b—a

S(f) 0t = 5 [ o)+ s

)+ 0]
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8.4. Formulas compuestas

Para aumentar la precision de las férmulas de cuadratura numérica de Newton-
Cotes una solucion consiste en dividir el intervalo [a, b] en subintervalos mas pe-
queios, aplicar en cada uno de ellos una férmula de cuadratura numérica y sumar
los resultados; asi se tienen las formulas compuestas del trapecio y de Simpson.

8.4.1. Formula del trapecio compuesta

Sea la integral fab f(z)dz, ysean > 1.Sea h = =%y seax), = zo + k h donde
xo=a, k=0,1,... n. Entonces, se tiene que

Thyl n—1

b — Tp+1 — Tk
[t =3 [ fapde w37 I () + S,

k=0
b
/ flz)dz ~

lo que es equivalente a

y por tanto:

ro| =
1
=
&
s
_l’_
DO
3
M1
~
—~
&
ol
N~—
+
=
&
3
N~—
| I |

b —a n—1 —a
/ Fa)da ~ b2n f@)+23 f (a + ka) + £(b)
a k=1

lo que constituye la férmula del trapecio compuesta.

Ejemplo 8.4.1
Aproximar mediante la regla del trapecio compuesto con n = 2y n = 4 el valor de

la integral fol sen (x?)dz. Utilizar cuatro decimales en los célculos.

1. Paran = 2 se tiene: h = 0.5, xg = 0, x1 = 0.5, x5 = 1, por tanto:

1
1-0
/ sen (2?)dx = 1 [sen 0% + 2sen 0.5% + sen 17]
0
esto es,

1
/ sen (z%)dr ~ 0.25(0+2sen 0.25+sen 1) = 0.25(0+2-0, 2474 +0.8415)
0

1
/ sen (2%)dx ~ 0.3341.
0

2. Paran = 4 se tiene: h = 0.25, 9 = 0, 1y = 0.25, x5 = 0.5, x3 = 0.75, y
x4 = 1, por tanto:

! 1-0
/ sen (2?)dx =~ 3 [sen 0® 4 2sen 0, 25° + 2sen 0.5> 4 2sen 0.75% + sen 1% .
0
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esto es
1
/ sen (12)dz ~ 0.25(0+2sen 0.0625+2sen 0.25+2 sen 0.5625+sen 1) = 0.3160 ..
0

El valor verdadero de la integral con cuatro cifras es

1
/ sen (z%)dr = 0.3103.
0

8.4.2. Formula del Simpson compuesta

Sea la integral ff f(z)dz,ysean > 1,y seah = l’z_—n“ sea x, = xo + k h donde
xo=a,k=0,1,...,2n. Entonces se tiene

/ flz)dz = Z /m+2 w)dx = Z w [f(war) + 4f (or41) + f(@ar42)] 5

k=0

y por tanto:

/ fla)de = 22 [f(:co)+4Zf<x2k+1>+2Zf<x2k>+f<x2n> ,

lo que constituye la formula de Simpson compuesta.

Ejemplo 8.4.2
Evaluar mediante la formula de Simpson compuesta con n = 2 la integral [ 01 sen (z2)dw.
Utilizar cuatro decimales en los calculos.

Paran = 2,setiene: h = 0.25, xo = 0, 21 = 0.25, x5 = .5, x3 = .75, x4 = 1.00,
por tanto:

! 1-0
/ sen (z°%)dx =~ [sen 0® + 4sen 0, 25% + 4sen 0.75° + 2sen 0.5> 4 sen 1°]
0

12

esto es

1
/ sen (z%)dx ~ 0, 0833(0+4 sen 0.0625+4 sen 0.5625+2 sen 0.25+sen 1) = 0.3098 .
0

Notese que este resultado ha requerido la evaluacion de la funcion f(z) = sen (%)
en cinco puntos, las mismas que en el caso del trapecio compuesto con n = 4,
siendo en este caso, mayor la precision alcanzada. ¢
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8.5. Cuadraturas gaussianas

Las férmulas de Newton-Cotes forman parte de las denominadas férmulas ce-
rradas; estas formulas evalian la funcién sobre un conjunto de nodos igualmente
espaciados.

Si se eliminan las restricciones ¢y = a, x,, = b,y 1 = xg + k:b_Ta, es posible
encontrar formulas de cuadratura numérica de la forma

b n
/ F)de =3 i f ()

de modo que sean exactas para polinomios de hasta grado 2n — 1. Para lograr tal fin
se requiere que se satisfagan las igualdades

b n
/nkd:v:Z'ykxk,k:O,l,...,2n—1,
a k=0

lo que equivale a que se satisfagan las igualdades

n N (b—a)kﬂ
St =Tk =0,1,...,20 L.
— k+1

Para lograr este propdsito puede resolverse directamente el sistema anterior, obte-
niéndose de ¢l los valores de v; y de x;.

Ejemplo 8.5.1
Encontrar una formula de cuadratura numérica de la forma

| #a)de = b= @)y s

exacta para polinomios de grado uno.

La férmula debe ser exacta para f(f) = 1y para f(z) = x. Asi, se tiene que

b? — a?

Yb—a) = (b—a), (b= a)s ="

De la primera de dichas ecuaciones se tiene que v = 1, y de la segunda (b — a)zo =
b2—a? __ (b—a)(bt+a) — a+b
S = de donde zy = %52,

[ 1w~ o-ar (“50)

Asi, la formula
solo requiere una evaluacion de la funcién y es exacta para polinomios hasta grado
uno. ¢
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8.5.1. Polinomios de Legendre

El método seguido en el ejemplo anterior se complica extraordinariamente al
crecer n. Por ello es preferible seguir una via alternativa, la cual estd basada en las
propiedades de los llamados polinomios de Legendre. Los polinomios de Legendre
aparecen al tratar de obtener el valor del inverso de un lado A de un tridngulo en
funcion de los otros dos, de longitudes r, r' y del angulo ~ comprendido entre ellos.

En el citado triangulo se satisface la relacion
A% =72 472 — 21’ cos v,

y por tanto:
1 1

A T2+ — 2rr’ cos

Sear < r’'yseat =L, xr = cos~. Entonces se verifica que

T

1 1 1

A VIt 2

La funcion |

V1+2 =2z

paraun x fijo —1 < x < 1, puede desarrollarse en serie de potencias de ¢ como

G(t,x) =

oo

G(t,z) =Y t"P(x),

n=0

donde los P,(x) son los coeficientes de Taylor del desarrollo, los cuales vienen

dados por
1 dr 1
P(z)= —— |
() n! dt® L/l+t2—2tx}

t=0
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Definicion 8.5.1

Llamamos polinomios de Legendre a los coeficientes del desarrollo en serie de
Taylor respecto a la variable ¢ alrededor de ¢ = 0, denotandose por P, (x) al coefi-
ciente de ¢" en dicho desarrollo. La funcion G(t, z) se denomina funcién genera-
triz de los polinomios de Legendre.

Teorema 8.5.1
Las funciones P,(x) son polinomios de grado n dados por Py(z) = 0, P;(z) = =z,
(n+1)P1(x) — 2n+ )P, (z) + nP,_1(z) =0, n > 1.

Dem:
Para n = 0 se tiene que Py(z) = G(0,x) = 1. Paran = 1 se verifica

1 2t — 2z

d 1
P =& [ ] _
dt |1+ =2l 2 (VT+8—22)°|

Para obtener los valores de P, (x) conn > 1, se deriva con respecto a ¢ la igualdad

t"P,(
V14 t2 — 2tz Z

obteniéndose

nt" P, (t
(V1+ t2 — 2tx)3 Z

lo que es equivalente a

x—t >
5 Gt a) = " P (t
s yMElGED ;" (*)

de donde . .
(=) Y t"Pu(x) = (L+£* = 2tx) > nt" ' Py(t),
n=0 n=1
Z t"z P, ( Z " P, (x Z nt" P, (t —1—2 nt" P, (t Z 2nt"x P, (

n=0
lo que es equivalente a

Z t"zP,(x) — Z t"P,_1(x) =
n=0 n=1
Zn—i—ltPnH —1—2 (n—1)t"P,_1( ZQnt":cP
n=0 n=2
Asi, paran = 0 se verifica P, (z) = xFPy(z), paran = 1, 2P (x) = 3P (z) — Py(z)

y, paran > 1:
(n+1)Pyi1 — (2n+ 1)aP,(x) + nPy—1(x) =0, n > 1,

relacion que también se verifica, tal como se ha visto anteriormente para n = 1.
A partir de estas relaciones se tiene de modo inmediato que P,(x) es un polino-
mio de grado n. v
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Definicion 8.5.2

Se dice que un conjunto de funciones { f,,(x)},c; son ortogonales en un intervalo
[a, b] con respecto a una funcion de peso p(z) > 0, x €la,b[siVn,m € I, n # m,
se verifica la igualdad fab fo(@) frn(x)p(z)dx = 0.

Ejemplo 8.5.2
Los polinomios de Tchevichev T,,(x) son ortogonales en [—1, 1] con respecto al
peso p = ﬁ, pues si n # m se verifica que

/1 Tn(x)Tm(x)\/1d—f7w2 =0,

donde consideraremos n > m.
En efecto, sea x = cost, entonces, se tiene que ¢t = arccos x de donde dt =

7255,y t € [0,]. Por otra parte:

T, (x) = T,(cost) = cos(narccos (cost)) = cosnt,

asi se tiene que

! dx ! —dx "
/1 Tn(x)Tm(m)ﬁ :/1 Tn(:zz)ﬂn(:zc)\/1—_7372 :/0 cos nt cos mtdt =

1
— /0 §[cos(n +m)t + cos(n — m)z|dx =

"t nm-m)
—Sen{n —m)x
o 2(n—m)

—sen (n-+m)
= ———sen(n+m)x
2(n+m)

Teorema 8.5.2
Los polinomios de Legendre son ortogonales en el intervalo [—1, 1] con respecto al

peso p(z) = 1.

Dem:
Considérese el producto de funciones generatrices

G(t,z)G(s,x) = Z P,(z)t" Z P,(x)s™.

Por tanto:
Gtz Z Z P,( )" s™

Integrando ambos miembros con respecto a « en [—1, 1] se tiene

/1 G(t,z)G(s, xd:v—/ [ZZP )t"s™ | da,

1 n=0 m=0
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de donde

/1 G(t,z)G ZZ [/ P, (z)dx] | t"s™.

1 n=0 m=0

La primitiva correspondiente a la integral del primer miembro viene dada por

/11 G(t,x)G(s,x)dx = —\/% log[\/s(1 +t2 — 2t x) + /t(1 + s2 — 25 1)),
y por tanto:
! 1 1+1)yv/s+ (14 s)Vt
/1 G(t,x)G(s,z)dx = \/glog Vit (1I—s)V
de donde
1 L (VE+35)(1+VEs
/1 G(t,x)G(s,z)dr == \/El g it vl Vs
Finalmente,

G(t,x)G(s,v)dr =
Glt0)G(s,a)dr = log TV

1+z

/1 1 | 14++ts

Sea la funcion f(z) = Llog t2. Si |z| < 1 se tiene que

2n

1 1+ 2 .z
| —9
zogl—z ;)Qn%—l’

y por tanto:

1
/G(t,x) 5,) x—222n+1

1

El desarrollo asintotico de una funcién es unico; por tanto, para n # m, debe veri-
ficarse .
/ P,(x)P,,(x)dx = 0.
-1
v

Teorema 8.5.3
Sea P,(z) el polinomio de Legendre de grado n. Entonces fj1 [P, ()] dz = S

Dem:
En el teorema anterior se tiene que los desarrollos asintoticos también deben
. .. , . 1
coincidir cuando n = m; asi, se tiene que [, [P, (= )P da = v

2n+1

Teorema 8.5.4
Sea P, (z) el polinomio de Legendre de grado n y sea Q(z) un polinomio de grado

m < n. Entonces f_ll Q(z)P,(x) =0.
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Dem:
Los polinomios de Legendre { Py(z), Pi(x),..., P, (z)} constituyen una base
del espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que m. Por tanto,

existen escalares «, . . ., a,, de modo que Q(z) = >_ a1 P;(z). De este modo, se
i=0

tiene que

QP = [ S aR@P s =3 o [ A@Pm o0
h [ >0,

pues dado que ¢ < m, por 8.5.1 se tiene que f_ll P;(x)P,(n)dx = 0 de donde se
sigue el resultado. v

Teorema 8.5.5
Sean los nodos —1 < 77 < 9 < -+ < x, < by sea P,(z) el polinomio de
Legendre de grado n. Entonces, el conjunto

B ={li(z),...,0.(x), Py(2),2Py(2),..., 2" ' Py(x)},

donde {/(z),...,¢,(x)} son las funciones de base de la interpolacion de Lagrange
sobre los nodos z, ..., x, constituye una base del espacio vectorial de los polino-
mios de grado menor o igual que 2n — 1.

Dem:
Sea ay,...,a, € Ryseafy,...,0,.1 € Rdemodo que

Z ali(z) + Z Bix' P, (x) = 0.

En la expresion anterior el unico término de grado 2n—1 procede de 3, 12" ' P, (z).
Por tanto, 3,1 = 0. Supongamos que 3,1 = --- = (,_x = 0 con k < n. Enton-
ces,

n—k—1

n k—
Za“ —i—Zﬁle Zoz“ + Z 61xP = 0.
i=1

=0

El término de mayor grado 2n — k — 1 unicamente puede proceder de 2" *~1 P, (x)

por tanto, 3, _;_1 = 0. De este modo se tiene que 5; = 0,7 = 0, ..., n—1. Entonces,
n

se tiene que Y «a;¢;(x) = 0, pero en este caso se tiene que «; = 0 pues el conjunto
i=1

de funciones de base de la interpolacion de Lagrange es linealmente independiente.

Finalmente, puesto que el cardinal del conjunto B es igual a la dimension del

espacio vectorial, la cual es igual a 2n, se tiene que B es una base del espacio

vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 2n — 1. v
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8.5.2. Formulas de cuadratura de Gauss

A partir del teorema anterior se puede construir un conjunto de férmulas de
cuadratura numérica en el intervalo [a, b], llamadas cuadraturas gaussianas, del si-
guiente modo:

Sea P, (z) el polinomio de Legendre de gradon > 1y sean —1 < 21 < x9 <

- <z, < lsusraices.Sea f : [-1,1] — Runa funciony L,,(z) = > {;(z) f(x;)
n=1

su polinomio de interpolacidon construido sobre los nodos x1, xs, ..., x,

G(f,n) = /_11 L,(x)dx = iaif(xi), a; = /_11 li(x)dx

lo que constituye la féormula de integracion gaussiana de n nodos.

Teorema 8.5.6
La férmula de integracion gaussiana de n es exacta para polinomios hasta grado
2n — 1.

Dem:

Sea Qy(x) un polinomio de grado & menor que 2n — 1. Sean 77 < -+ < x,
las raices del polinomio de Legendre de grado n y sea {/;(x)}", el conjunto de
funciones de base de la interpolacion de Lagrange sobre los nodos z1, ..., z,,y sea
P,(x) el polinomio de Legendre de grado n.

Puesto que el conjunto {¢(z), ..., 0, (), P,(z), 2 Py(x), ..., 2" ' P,(x)} cons-
tituye una base del espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que
2n — 1, se tiene que existe un unico conjunto de coeficientes vy, . .., Y2, de modo

que
Z’}/’L ) Qk Z; +27n+zx 1 n(x)

Integrando ambos miembros se tiene

1
Qk df_/ [Z’% i Qk Z; +Z’7n+le 1P< ) dr.
-1

por otra parte se tiene que

=) ili(w) Q) + > iy Pals) =,
=1 i=1

pues ¢;(z;) = 0, ; donde 9, j es la ¢ de Kronecher y P, (z;) = 0 pues los nodos son
las raices de P,(x). De este modo, se tiene que

-1 i=1 i=0 Y1

@ José Antonio Lopez Orti - ISBN: 978-84-693-4783-6 189

Métodos matematicos - UJI



Por otra parte, se tiene por 8.5.1 que f_ll x;—1Py(x)dx = 0, de donde

/_1 Qr(r)dx = Z%Qk(xl) = G(Qp(x),n).

v

Cuando la integracion se realiza en un intervalo arbitrario [a, b], la integracion

puede reducirse al intervalo [—1, 1] mediante la transformacién z = %2¢ + 2t De
este modo se tiene que dx = ”’T‘ldt. Asi

/f b—a/lf(agbtha—;—b)dt7

por tanto, si tq, s, ..., %, son las raices del polinomio de Legendre de grado n, se
tiene la férmula de cuadratura gaussiana:

b
Ejemplo 8.5.3

Obtener la cuadratura gaussiana de tres nodos. Aproximar mediante ella el valor de

G(f,a,b,n) =

la integral fol sen (x?)dz (utilizar cuatro decimales en las aproximaciones).

En primer lugar, debe determinarse el valor del polinomio de Legendre Ps(z),
lo cual se hara sabiendo que Py(z) = 1, Pi(x) = z, y de la relacion de recurrencia
(n+1)Ppii(z) — 2n + 1)z P, (z) + nP,_1(x) = 0, n > 1, a partir de la cual es

facil obtener P (z) = 312271, Py(x) = W%M

3.172_0

Los nodos seran las raices de la ecuacion Ps(x) = 0, estoes 1 = — s,

xr3 = \/g . A partir de estos valores se tiene que:
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L))
oL [

y por tanto, se tiene la formula de cuadratura gaussiana de tres nodos:
’ b—a |5, [{a+b b—a [3\ 8, (a+b
/af(x)dgc_ > o/ \ 2 T2 Vs +§f( 2 )+

+§f a+b+b—a §
9 2 2 5 '

Aplicando la formula anterior se tiene que

2 2
/1 ) 115 1 1 /3 8 1\? 1 1 /3
senzdr~ — |=sen | —— —4/= | +=sen | =] +sen | =+ =4/ = )
0 219 2 2V5 9 2 2 2V5

esto es

1 1[5 8 5
/ sen x2dx ~ 3 bsen 0.0127 + §sen .2500 + §sen 0.7873} =0.3103.
0

Notese que el valor verdadero de la integral es 0.3103, por tanto mediante el uso

de una cuadratura gaussiana de tres nodos se alcanza el verdadero con precision de
1074
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Tema 9

Integracion de ecuaciones
diferenciales

9.1. Introduccion

En el presente capitulo se aborda el estudio del problema de la integracion de
ecuaciones diferenciales ordinarias, tanto a partir de condiciones iniciales como en
el caso de condiciones de contorno.

El problema mas sencillo es el de condicion inicial, el cual se plantea en su
version mas simple en los siguientes términos:

obtener una funcion y(z) de modo que

{y’(m) = f(z,y), = € [a,b]

y(a) = yo

Este problema puede ser resuelto bajo ciertas condiciones de modo analitico, si bien
en la mayor parte de los casos no es posible obtener una solucion del mismo en una
forma cerrada.

Los métodos numéricos para resolver este problema dividen el intervalo [a, b] en
un determinado nimero de subintervalos [z;_1,2;], 7 = 1,...,n de modo que a =
xo < w1 < --- < x, = b. Estos métodos se clasifican en métodos de pasos libres y
métodos de pasos ligados. Los métodos de pasos libres obtienen aproximaciones a
y(x;41) a partir de un unico valor y(z;). Los métodos de pasos ligados obtienen sus
aproximaciones a y(x;,) a partir de los valores y(x;), y(ziy1), - - -, Y(Tivk_1)-

La solucion en un punto cualquiera del intervalo [a, b] puede ser obtenida a partir
de la tabla {z;, y(z;))}!, mediante un adecuado proceso de reconstruccion como
puede ser la interpolacion.

Los llamados problemas de contorno se abordaran de modo somero dado que
por limitaciones de este curso no es posible profundizar en ellos. A este fin se esbo-
zaran los métodos de tiro y los métodos de diferencias.
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9.2. Métodos de pasos libres

Sea el siguiente problema: dada la ecuacion diferencial ¢/ (x) = f(z,y), = €
[a, b] con y(a) = yo, encontrar una funcién y € C*([a, b]) de modo que se satisfaga
la ecuacion y la condicidn inicial. Los métodos de pasos libres pretenden obtener
una aproximacion a y(a + h) mediante una funcion Y (a, h, y,, f).

Entre los métodos de pasos libres mas utilizados estan los métodos de Taylor, y
sobre todo los métodos de Runge-Kutta.

9.2.1. Métodos de Taylor

Los métodos de Taylor estan basados en aproximar la solucion de la ecuacion
diferencial mediante el desarrollo en serie de Taylor de la funcion y(z). Dentro de
los métodos de Taylor podemos distinguir los métodos explicitos, los cuales pro-
porcionan directamente y(x + h) y los métodos implicitos, los cuales proporcionan
una ecuacion que debe satisfacer y(z + h).

Si f es suficientemente derivable, se tiene que

" k) k+1)
V@), @) v @+ on)
2 k! (k+1)!

y(z+h) = y(z)+y (x)h+ W10 €0, 1],

donde las derivadas 3*) () pueden ser calculadas a partir del esquema

v (@) = f(z,y)
.. Of Ofdy of _,0f
V) = e Yoy~ ar oy

Introduciendo el operador

0 0

n_ (9F O8N
b _(5:v+f8y) ’

y la notacién simbolica

se tiene que y" V) (z) = D*f.

9.2.2. Métodos de Taylor explicitos

Los métodos de Taylor explicitos de orden k consisten en desarrollar la funcion
y(x) alrededor del punto x; para obtener, a partir de este desarrollo, el valor de
y(x; + h) mediante una serie de Taylor truncada en orden k£ + 1. Asi, para una
ecuacion diferencial ' = f(x,y) con condicion inicial y(xg) = yo, la formula de
integracion

1 1
Yivr = Yot yih o+ Sy yyf)h’“, ) = —
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Ejemplo 9.2.1
Integrar en el intervalo [0, 1] mediante un método de Taylor explicito de orden 3 la
ecuacion diferencial ' = y?senze™®, y(0) = 1. Efectuar la integracion mediante
un paso h = 1, mediante un paso h = 0.5 y mediante un paso h = 0.25.

En primer lugar, debe obtenerse la formula de cuadratura; asi, aplicando sobre

k _ 0 2 o) :
y*) el operador D = 5= + (y’senx exp —x) By S€ obtiene
y' = y’senze ”
y" = 2ey3senx + e "y’ cosz — e “ysenx
y" = —de **yPsen?x + 4e ¥y cos wsen x — 2e“y* cos v+

—2x, 2

+e “senx (66 y*sen?x — 2e ysen x + 2e "y cos x) e

1
Yir1 = Yi + yisen e h + 53/3 [Qe’QIiylsen 2p; + e Ticos; — e Tisen xz] h*+
1

—1—6 [—46’2“yf’sen 2, + 46’2””3/? COS T;Sen T; — Qeﬂ“yi2 cos x;+

+e "isena; (6e iy sen

x; — 2e” Miy;sen x; 4+ 2e” My, cos xz) yf] h?

1. Paso h = 1.0 zp = 0, xr; = 1. Aplicando la féormula anterior se obtiene
y1 = 1.16667.

2. Paso h = 0.5 29 = 0, x;1 = 0.5, x5 = 1. Aplicando la féormula anterior se
obtiene en primer lugar y; = 1.08333, y volviendo a aplicar y, = 1.30563

3. Paso h = 0.25. En este caso se tiene

i| o0 1 2 3 | 4
z; | 0.00 25 50 75 | 1.00
yi | 1.0000 1.0260 1.0956 1.1975 | 1.3238

El verdadero valor con cuatro cifras es y = 1.3259, el cual se alcanza con un paso
de h =0.1. ¢

9.2.3. Métodos de Taylor implicitos

Los métodos de Taylor implicitos de orden % consisten en desarrollar la funcion
y(x) alrededor del punto x;,, para obtener a partir de este desarrollo una ecuacion,
la cual debe ser resuelta para poder obtener a partir de ella el valor de y(x; + h). La
ecuacion se obtiene a partir de una serie de Taylor truncada en orden £ + 1. En este
caso a partir del desarrollo:

1 1 Iy
Yi = Yir1 — Yiprh + §yz{/+1h2 - éygl-il-lh?) +o Tt (‘Dkgyilﬁkv
se obtiene la formula de integracion
1 1 Ly
Yir1 = Yi + Yih — §?J§,+1h2 + 6%11]13 +ot (—1)k+lg%ilhk7
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lo que dados los valores de x;, y;, h proporciona una ecuacion en y;,; de la forma
Yir1 = Y(x;,yi, h,yir1), la cual se debe resolver. Un procedimiento para resol-
ver esta ecuacion consiste en tomar una aproximacion inicial dada por una férmula
explicita, para a continuacion utilizar la ecuacion del método implicito de modo
iterativo hasta alcanzar la solucion de €sta con suficiente precision; caso de no dis-
poner de tal formula y ser el paso suficientemente pequefio, se puede tomar 3; como
aproximacion inicial.

Ejemplo 9.2.2
Integrar con paso h = 1 la ecuacion del ejemplo anterior.

La formula de cuadratura resultante es

1
2 —2x; 2 —x; —x; 2
Yie1 = Ui + §yi+1 [26 lysen ‘w1 — e Yttt cos ki — e Titisen xiﬂ} h"+

1
22541, 3 2 —22i41,3 —Ziy1, 2
+6 [—46 Trtly? sen Sz 4+ 4e” Ty cos Tipsen wiyq — 2¢” Ty | oS T+

—x; —2x; 2 2 —x; —x; 2 3
+e tsen x4 (66 Flygsen g — 2e” Ty sen iy + 2e Ty cos $z‘+1) yHJ h

Teniendo en cuenta que yo = 1, 1 = 1, y tomando como primera iteracion a y; el
valor y; o = 1, se tiene

n | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
yin | 11982 12661 12910 13002 13037 13051 13055 13059 13059

Por tanto, y; =~ 1.3059, valor mucho mas proximo a la solucién real que el propor-
cionado por el método explicito ¢

9.2.4. Meétodos de Euler

A continuacion se exponen dos métodos de Taylor de primer orden, uno explici-
to y otro implicito llamados métodos de Euler.

Método de Euler explicito

El método de Taylor explicito de primer orden también recibe el nombre de
método de Euler explicito. Para el problema v = f(x,y), z € [a,b], y(a) = yo
resulta para el mallado 2y = a, h = I’_T", rr=290+kh,k=0,...,n,

Vi1 = Yi + f(zi, y:)h.

El error de truncamiento local de este método viene dado por @h{ donde ¢ €
[x;, x;1;]. Es por tanto un método exacto para polinomios hasta grado uno.
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Ejemplo 9.2.3

Integrar la ecuacion diferencial 4/ = x + y, entre 0 y 1 sabiendo que y(0) = 1..
Utilicese el método explicito de Euler con paso i = 0.5 (utilizar dos cifras decima-
les).

En este caso se tiene que g = 0.0, x1 = 0.5, x5 = 1.0. Asi:
y1 = Yo+ h f(xo,y0) = 1.00 + 0.50(0.00 + 1.00) = 1.50
yo =1v1 + h f(z1,91) = 1.50 + 0.50(0.50 + 1.50) = 2.50

La solucién proporcionada por el método de Euler explicito es y(1) ~ 2.5.
Noétese que en este caso la solucion exacta es conocida y viene dada por y =
2e” — x — 1y por tanto y(1) = 2e — 2 = 3.4366. ¢

Método de Euler implicito

El método de Taylor implicito de primer orden también recibe el nombre de
método de Euler implicito. Para el problema v’ = f(z,y), € [a,b], y(a) = yo
resulta para el mallado 2o = a, h = ”_T“, rr=29+kh,k=0,...,n

Yir1 = Yi + [(Tiv1, Y1) D

Ejemplo 9.2.4

Integrar la ecuacion diferencial 4’ = x + y, entre 0 y 1 sabiendo que y(0) = 1.0.
Utilicese el método implicito de Euler con paso i = 0.5 (efectuar los céalculos con
dos cifras decimales). ¢

En este caso se tiene que g = 0.0, x1 = 0.5, x5 = 1.0. Asi:

y1 = Yo+ 0.5f(0.5,41)

Tomando como primera aproximacion la dada por el método de Euler explicito se
tiene
Y1.0 = Yo + hf(zo,y0) = 1.00 4+ .50(0.00 + 1.00) = 1.50,

de donde aplicando la formula iterativa

Y1 k+1 = Yo + 0.5f(0.5, y1,k),

se tiene

k 1 2 3 4 5 6 7 8
yig | 2.00 225 238 247 248 249 2.50 2.50

Para y, se tiene, en primer lugar, la aproximacioén inicial dada por el método de
Euler explicito

Yo,0 = 2.50 + 0.50£(0.50,2.50) = 4.25,
a partir de la cual se tiene

k 1 2 3 4 5 6 7 8
Yo | 5.12 556 578 5.89 595 597 599 599

por tanto el método de Euler implicito nos proporciona la solucion y(1) =~ 5.99.
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f-métodos

Los métodos de Euler explicito e implicito pueden ser incluidos en los llamados
6-métodos. Sea 6 € [0, 1], un #-método es una combinacion lineal convexa de un
método explicito y de un método implicito seguin los valores de un parametro 6. Asi,
se tiene

Yirr = yi +[0f (v, 1) + (1 = 0) f (i, yira)] b
El error de truncamiento de estos métodos viene dado por

Q 7 (1_0)

E= 2y (&1) — Ty”(&) h?, &1, & €lm, ).

Por tanto, §&, = & +th, t €] — 1, 1], a partir de lo cual

y'(&)=y"(&+th)=y"(&)+y"(& +ath)h, a€0,1],

de donde 00 1 10

TV (€R? = ==y (& + at WA,
el cual es de orden O(h?), excepto en el caso de § = 3 en el cual O(h?). En este
ultimo caso el método es exacto para polinomios hasta grado dos. El 6-método

resulta para 0 = %:

E =

1
Yir1 =Y + 5 [f(% yi) + f(xi-&-lv yi-i-l)] h.

Ejemplo 9.2.5
Integrar la ecuacion diferencial y' = = + y, entre 0 y 1 sabiendo que y(0) = 1.0.
Utilicese un #-métodos con § = 0.2 y paso h = 0.5.

Para 6 = 0.2, se tiene:

y1 = 1.0000 + 0.5 [0.2 £(0.00, 1.0000) + 0.8 £(0.50,11)] ,

lo que resulta una ecuacion implicita en y;. Tomando como aproximacion inicial la
dada por el método de Euler explicito, y1 o = 1.0 + 0.5 f(0.0,1.0) = 1.5, se tiene:

| n 1 2 3 4 5 6 7 8
yin | 1500 1.900 2.060 2.124 2.150 2.160 2.164 2.166 2.166

a continuacion, para s, se tiene:
y1 = 2.166 + 0.5 [0.2 £(0.50,2.166) + 0.8 f(1.0,y2)],

ecuacion implicita en y. Tomando como aproxiamcion inicial yo = y1+0.5f(0.5, 1),
se tiene:

[ n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Yo | 1.5 3433 4206 4515 4.639 4.688 4708 4.716 4719 4.720

Por tanto y(1) = 4.720.

¢
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Método del punto medio

Otra variante del método de Euler es el llamado método del punto medio, el cual
consiste en desarrollar tanto y; como y;,, alrededor del punto x; + g Denotando

— h — ;
POr ;1 = X + 5, Y POr y; 1 = y(:ch%) se tiene

h 1 h?

Yit1 = Yip L + f(iUH%, yi+2)2 + y”(&)
h 1 h2

Yi = yi+% - f(xu-%»yH- )2 + 2?//(51)

restando ambas expresiones, se tiene

h3

Yiv1 — Yi = f($i+%7yi+%)h + [Z/”(f ) — (51)] ]
lo cual proporciona el llamado método del punto medio
Yi+1 — Yi = f(xi—i-%?yi-l—%)h‘

El valor de y;, 1 puede ser aproximado mediante y;, 1 = y; + B f(zo0, yo).
El orden de dicho método viene dado por

— vt vl = oot cam

donde m = min{¢{;, {2}, M = max{&;, &}
Puede observarse que el método es de segundo orden, siendo en este caso la
constante multiplicativa menor que para el §-método con 6 = %

Ejemplo 9.2.6
Integrar la ecuacion diferencial ¥ = x + y, entre 0 y 1 sabiendo que y(0)1.0.
Utilicese el método del punto medio con paso h = 0.5.

En este caso se tiene que xg = 0.0, 1 = 0.5, zo = 1.0; asi,

y1 = 1.0000 + .5000]0.0000 + 0.2500, 1.0000 + 0.2500f(0.0000, 1.0000)] = 1.7500
yo = 1.7500 + .5000f]0.5000 + 0.2500, 1.7500 + 0.2500 f(.50000, 1.7500)] = 3.2812

¢

9.2.5. Métodos de Runge-Kutta

Los métodos de Taylor presentan el inconveniente de tener la necesidad de eva-
luar derivadas de la funcion, lo cual al estar ésta dada de forma implicita puede con-
ducir a elevar el orden de las formulas a desarrollos muy complicados. Los métodos
de Euler son sencillos de implementar, pero presentan el inconveniente de requerir
un muy elevado numero de pasos aun cuando la precision requerida en la solucion
no sea excesivamente elevada.
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Los #-métodos utilizan la evaluacion de la derivada en varios puntos, consi-
guiéndose en algunos casos (0 = %) elevar el orden del método.

La idea principal de los métodos de Runge-Kutta consiste en buscar aproxi-
maciones a la solucion en puntos intermedios del intervalo [x;, z;1] y utilizar una
combinacion lineal de los valores de la derivada en varias de estas aproximaciones
para obtener un valor de y;; exacto hasta orden p en h.

Sea la ecuacion diferencial ' = f(z,v), y(xo) = yo y sea x; = o + i h con
h > 0. Para evaluar y(x;,1) una vez conocido el valor de y; se procede como sigue:

sean 0 < ag < ay < -+ < a, < lysean,...,% € [0,1] de modo que

T
> 7: = 1. Los métodos de Runge-Kutta pretenden evaluar y;,; como
=1

Yit1 = Yi + Z%ki,

i=1
donde i i
ki =hf(z; + o h,yi+2@,jk’j)7 Zﬁi,j = Q;.
i=1 j=1
Los coeficientes v;, a;, i, ¢, = 1,...,r deben determinarse de modo que el

desarrollo en serie de Taylor de la aproximacion y; + > ._, v;k; coincida con el
desarrollo de y(x; + h) hasta orden p en h.

Los métodos de Runge-Kutta se clasifican en explicitos, cuando los valores de k;
pueden ser evaluados en funcion de kq, ko, . . ., k;_1, € implicitos, cuando lo anterior
no es posible. En los métodos explicitos, la matriz (/3; ;) satisface 3; ; = 0, Vi < j.
En los métodos implicitos debe resolverse en cada paso un sistema de ecuaciones
de la forma

ki = flzi+arh,yi+ Bk + Bigks + - + Bipky)
ky = floi+oaoh,yi+ Boiks + Books + - + Bopky)
ky = flzi+aph,yi+ Bpiki + Bpoks + - + By pkyp)-

El proceso de obtencion de los coeficientes es costoso, por ello, dado que el pro-
cedimiento es el mismo, se expondrd Unicamente los métodos de Runge-Kutta de
orden dos con dos evaluaciones de la funcion.

Métodos de Runge-Kutta de orden dos con dos evaluaciones de la funcion

Sea el problema de condicion inicial para la ecuacion diferencial v/ = f(x,y)
con y(xg) = yo donde f(z,y) es una funcion de clase C*([a,b]) de modo que
zg € [a,b], x; = xo + h € [a,b], h > 0. En estas condiciones se tiene que

Y1 = Yo + y1k1 + 2ko,
donde

ki = h f(xo + aqh,yo + Bi1k1 + [12k2)
ky = h f(xo + coh, yo + Bo1k1 + [a2ks).
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Desarrollando y(x( + h) hasta orden dos en & se tiene

1
y(zo + h) = y(zo) + ¥ (z0)h + iy/,@O)hQ + O(h?),
esto es

y(wo+h) = y(zo) +y,($0)h+% Z—i

h? + O(h?).

1 0
h* + éf(l’o, Yo) —f
(%0,y0)

dy

(33072/0)

Para desarrollar y; hasta orden dos, y puesto que ki, k2 son de primer orden en h,
bastara desarrollar f(x + Az, y + Ay) hasta orden uno en Az, Ay. Asi se tiene

0 0
f(x+Ax,y+Ay):f(x,y)+a—£ Ax+a—§

Ay + O(h?)

(z,y) (z,y)

Por tanto

0
alh? + a—f (Bi1k1 + Bioks) h + O(h?)

(z0,y0)
2 af 3
ash” + 0 (Ba,1k1 + Pooks) h + O(R).
Y l(zo,90)

0
kv = f(zo,y0)h + G_ch

(Io’yo)

0
ky = f(xo,y0)h + 8_£

(z0,y0)

En el segundo miembro de estas igualdades aparece k1, k2 en términos de orden uno
en h, por tanto, para obtener los desarrollos en segundo orden bastara aproximar en
orden uno ky, ko, esto es k; = ks = hf(xo,yo) de donde se tiene

kv = f(xo,yo0)h + ﬂ a1h® + f(zo, o) % (Bra+ Bi2) h* + O(h?)

O (z0,%0) (z0,%0)
0 0

ky = f(xo,y0)h + of ash® + f(xo, yo) or (B2,1 + Po2) B* + O(h?).
O (%0,y0) dy (w0,Y0)

Entonces, para y; se tiene

a1 h2+
(z0,%0)

4B (B + Brz) +92 (B + a2)] fao90) 5L

0
= o+ (n + 20 (@0, v0)h -+ (o + 12) o8

h* 4+ O(h%).

(x07y0)
Por tanto, deben satisfacerse las igualdades
N+ =1
1
M1 + Yot = 5
1
Y1 (Big + Br2) + 72 (Bo1 + Bo2) = 5
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Por razones de compatibilidad del sistema, y dado que la evaluacion de la funcion
f(x,y) debe realizarse en un punto lo mas proximo posible a f(x,y(x)), se tiene
que B11 + Bi2 = a1, B21 + P22 = e. Por tanto, debe verificarse

Mt+rr=1
1
Y10 + Yolug = B

Big+ B2 =
Bajg + P2 = .

Ejemplo 9.2.7
Encontrar un método de Runge-Kutta explicito de segundo orden con dos evalua-
ciones de la funcién en los puntos xg, x.

Con las condiciones del enunciado, se tiene que oy = 0, aa = 1, f11 = 12 =
P22 = 0, por tanto, 312 = 1,71 = %, Yo = % Asi, resulta

k:l - hf(manO)
ky = hf(xo+ h,yo+ k1)

1 1
= —k1 + =ko.
Y1 ="Yo + 5 + 572
Este método explicito de Runge-Kutta de segundo orden se conoce como método
de Heun. ¢

Ejemplo 9.2.8
Obtener un método de Runge-Kutta explicito de segundo orden mediante dos eva-
luaciones de la funcion en los puntos xg, z¢ + %h.

En este caso resulta ay = 0, 1 = 3, fi1 = fi1 = B2 =0, foy = 5,1 =0,
Y2 = 1, por tanto se tiene

ki = hf(xo,y0)

ko = hf(zo + %h,yo + %kl)

Y1 = Yo + ko
Este método explicito de Runge-Kutta de segundo orden se conoce como método
del punto medio modificado. ¢
Métodos de Runge-Kutta de orden superior

Los métodos de Runge-Kutta de 6rdenes mayores se obtienen de modo similar
solo que con mucho mas esfuerzo, por esta razon se omite su deduccion. A conti-
nuacién se expone el método de Runge—Kutta clasico de cuarto orden, dado que es
el mas utilizado.
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Método de Runge-Kutta clasico de cuarto orden

Este método utiliza la evaluacion de la funcion en los puntos z;, x; + % yz;+h.
Asi, se tiene

k= hf(xzayz)
h k
ke =hf (%4——,?/0-1——1)

2 2
h ko
ks =nhf <xi+§>yo+5)

ko =h f (x; + h,yo + ks)

1
yi+1:yi+6(k1+2k2+2k3+k4)-

Ejemplo 9.2.9
Integrar la ecuacion diferencial y' = x + y, entre 0 y 1 sabiendo que y(0) = 1.0.
Utilicese el método de Runge—Kutta cldsico de cuarto orden con paso h = .5.

En este caso se tiene que xg = 0, z; = 0.5, x5 = 1.0; asi:

T yi |k ko k3 ks | wit1
0.0 1.0000 | 0.5000 0.7500 0.8125 1.1563 | 1.7969
0.5 1.7969 | 1.1484 1.5606 1.6636 2.2302 | 3.4347

9.2.6. Métodos de pasos ligados

Los métodos de pasos ligados son métodos en los cuales se requiere el cono-
cimiento del valor de la funcidén sobre un nimero k£ de nodos z;, x;1,. .., Titk_1
para poder determinar el valor de la funcion en el nodo y;.x, lo que implica una re-
lacion funcional de la forma vy, = (x4, b, yi, Yit1, - - -, Yivk, f). Enel estudio que
aqui se presenta Unicamente se abordaran los llamados métodos lineales multipaso,
los cuales son métodos de la forma

aoYi + a1¥iy1 + -+ G—1Yirh—1 + @lirr = R(bofi + -+ + bp—1 i1 + brfitr,

donde ay, # 0, |ao| + |bo| # 0, f; = f(x;,y;). Por conveniencia, en lo sucesivo se
tomara a;, = 1.

Un método lineal multipaso se dice explicito cuando b, = 0 e implicito cuando
b, # 0. Un método lineal multipaso se dice de orden n cuando la formula del
método es exacta hasta orden n en h, lo cual implica que los desarrollos en serie de
Taylor de ambos miembros coinciden hasta orden n. Para obtener métodos lineales
multipasos existen tres procedimientos fundamentales, los desarrollos en serie de
Taylor, la interpolacion osculatoria y la integracion numérica.
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Los métodos lineales multipaso son faciles de programar, pero presentan el in-
conveniente de necesitar de un método de pasos libres de orden mayor o igual que
¢l para calcular los puntos 1, s, . . ., Yx_1 necesarios para iniciar el calculo.

Métodos lineales multipaso obtenidos mediante desarrollo en serie

Sea un método lineal de k pasos dado por la ecuacion

aoYi + a1Yip1 + -+ Qg1 Yish—1 + aplirr = h(bofi 4+ - - 4 bp—1 fivn—1 + b fisn)-

La condicion que debe cumplir para ser un método de orden n es que los desarrollos
en serie de Taylor de ambos miembros coincidan hasta orden n. De este modo, se
obtiene un conjunto de ecuaciones para los coeficientes a;, ..., @j1 k1,055 .., bivk
las cuales deben ser satisfechas; caso de ser incompatibles no existiria un método
lineal multipaso de tales caracteristicas.

Ejemplo 9.2.10
Encontrar un método lineal de cuatro pasos explicito de orden cuatro.
El método vendra dado por la relacion

aoYi + a1Yiy1 + QoYiyo + asyi + 3 + Yiya = h(bo fi + b1 fiv1 + bafivo + b3 fiys)

Los desarrollos en serie de Taylor ¥;.1, ¥i12,y;+3 hasta orden cuatro en h vienen
dados por

1
Yir1 =Y+ Yh+ y”h2 + gyl + 24 Lyt 4 O)
4
Yive = Yi + 2yih + 2y/ h? + 3ylﬂh3 T 3yz 'nt+ O(h?)
9
s = i+ Blh o+ Sy + Syl Sy O()

32 32 ,
Yira = yi + dylh + 8y'h? + == Sy y!"h? + SV yD Rt + O(hP).

Por otra parte, se tiene que f; = v y los desarrollos en serie de Taylor f; 1, fit2,fi+3
hasta orden tres en h son:

fl+1_yz+ y;'h—k y///h2+ y,)h3+0(h4)

6

4
S h* 4+ O(h*)

9 9
fivs = i+ 3yl Gyl B+ Syl B+ O(h?).

fira = i+ 2y{h + 2y h* +

Por tanto, se tiene, igualando términos del mismo orden en el primer y segundo
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miembro del método:

a0+a1+a2—|—a3+1:0
a1+2a2—|—3a3+4:bo+b1+b2+b3

1 4 2
§a1+§a2+§a3+8:b1+262+363

! —1—2 +9 +32 1b —i—4b—i— b
—a1 + -ag + —as+ — = = - -
6 32 273 2t 3?3y

1 +2 +27 +32 1b+2b—|—9b
—a az+ —az3+ — = = = —bs.
24173783 Tt 32
En este sistema hay mas incdgnitas que ecuaciones, por tanto, se puede fijar el valor
de algunas de ellas, haciendo ay = a; = ay = 0 se tiene que az = —1. Asi:
10 0 0 bo 1
0123 bl | 3
0 % 2 % bl | H|
05 3 3L bs 52
y por tanto, by = —2, by = 3L, b2 = —22 b3 = 55 Finalmente, la formula de

integracion resulta:

h
[ 9fi + 37 fix1 — 59fiyo + 55 firs]

Yi+da = Yivrs + = 21

¢

Ejemplo 9.2.11
Encontrar un método lineal de dos pasos implicito de orden cuatro. El método

vendré dado por la relacion
aoyi + a1¥it1 + Yirz = h(bofi + b1 fir1 + bafira).

Desarrollando y;1, ¥it2, Yi,1, Yi. o hasta orden cuatro alrededor de w;, se tiene

= v h SyR 4 Sy Rt 1 O
Yirr =%+ Y +2y2 +6yz 24 +O(R)

Yivo = Yi + 2yth + 24/ h% + ”’h3 + yz nt - o(n°)
fir =yi+ yih+ y”’h2 + gyi ht+ o)

4
fiva =y + 20/ h + 2y B* + gyf P+ 0(nY),

por tanto, debe cumplirse

a0+a1+1:0
a1+2:b0+b1+b2

1
—0,1+2:b1+2b2

2

1 4 1

— —==b; +2b
6a1+ 373 1+ 202
1 2 1 4
ﬂal +§ 6b1+§bg,

@ José Antonio Lopez Orti - ISBN: 978-84-693-4783-6 204

Métodos matematicos - UJI



lo cual constituye un sistema lineal de cinco ecuaciones con cinco incdgnitas cuya
solucion viene dada por ag = —1, a; = 0, by = %, by = %, by = %; por tanto, se
tiene la féormula

h
Yigo = Y1 + §[fz +4fi1 + firel.

Métodos lineales multipaso obtenidos mediante integracion numérica

Considérese la ecuacion diferencial ¥’ = f(z, y) con la condicion inicial y(zg) =
Yo y sea un mallado regular w = {z; = 29+ 1h : ¢ € Z}. Supongamos conoci-
da la funcién y(x) sobre los puntos x;, Z;11, ..., Titk—1 Y S€aN Y;, ..., Yitk—1 SUS
respectivos valores. Un método alternativo para obtener métodos lineales multipa-
so consiste en integrar la ecuacion diferencial. Para ello, se procede a aproximar el
segundo miembro por un polinomio que interpole la funcion f(x,y). Si el conjunto
de nodos sobre los que se interpola no contiene al nodo z;,, el método resultante
sera explicito, en caso contrario resultara implicito.

Métodos explicitos

Sea la ecuacion diferencial dada por ¢y = f(x,y) y sean conocidos los valores

de yi, Yiv1, -5 Yizk—1. Sea x;1, con 0 < r < k 'y considérese
Ttk , Tit+k
[ v@is= [ eyt
Titr Ti4r
Para evaluar la integral del segundo miembro se procede a sustituir f(x, y(z)) por su
polinomio interpolador de Lagrange sobre los nodos 1, . .., x; ;1 obteniéndose
Titk k—1 k-1 Titk
Yitk = Yitr = / () fide = Z [/ €j<x)dx] i
Titr ]:0 jZO Titr

donde /;(z) es la j-ésima funcion de base de la interpolacion de Lagrange y f; =
f(@i,y5).

Notese que en este caso la funcion f(z, y(x)) se interpola en el intervalo [z;, ;1 5—1],
por tanto, para efectuar la integracion se utilizan valores extrapolados de la funcion,
lo cual implica, en general, errores mas altos que cuando se interpola.

Ejemplo 9.2.12
Obtener un método lineal de tres pasos integrando entre x;. o y x;3. [ Qué se puede
decir del orden del método?

En primer lugar para evaluar las integrales f;:; {;(z)dx se introduce la nueva
variable ¢ de modo que x = x; + t h. Asi, se tiene que dx = hdt, t(x) = k, por
tanto se tiene

/x " @)de = h /2 0wt

142
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Las funciones de base resultan

bla(t) = G = 5 Dl —2)
0 (2(t) = tit(:f)) _ 4t —2)
o) = LD = ),
de donde
/: (o(x)d = h/j to(w(t))dt = h 23 %(t S )= 2)dt = %h
/: 0 (x)dz = h/: O (2(8)dt = —h :t(t 9Vt — —g
/: lo()d = h/: lo(e (b)) dt = h/j %t(t )= f;

por tanto, el método lineal multipaso pedido es

h
Yi+3 — Yitr2 = E[5fi —16fit1 + 23fi+2}'

Del orden del método se puede decir que si y es un polinomio de grado menor o
igual que tres, f'(z,y(x)) es de grado menor o igual que dos, por tanto, la interpo-
lacion de f’ con tres nodos resulta exacta, y por ello la integral. Por tanto, el método
tiene un error de truncamiento al menos de tercer orden. ¢

Métodos implicitos

Sea la ecuacion diferencial dada por ¢y = f(x,y) y sean conocidos los valores
de v, YVit1, - - - Yirk—1- Sea x; 4, con 0 < r < k y considérese la igualdad

Ttk Tit+k
[ v@is= [ pwytaas
Tidr Tidr

Para evaluar la integral del segundo miembro se procede a sustituir f(z, y(z)) por

su polinomio interpolador de Lagrange sobre los nodos x1, . . ., ;1 obteniéndose
Titk k k Tit+k
Yitk = Yitr = / () fide = Z {/ fj(x)diU] i
Titr =0 j=0 b Titr

donde /;(z) es la j-ésima funcion de base de la interpolacion de Lagrange y f; =

f (@i, y5).
En este caso no se precisa de extrapolacion, por lo que el error debido a la
integracion se espera, en general, menor.
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Ejemplo 9.2.13
Obtener un método lineal de tres pasos integrando entre z;, o y ;1 3. {Qué se puede
decir del orden del método?

Al igual que en el ejemplo anterior se transforman las integrales mediante el
cambio de variable x = z; + ¢ h. En este caso, las funciones de base resultan

tola(0) = NS — i (-2 -9
a(t) = LBED Loy
e L

tat) = - 1;“; 2 _Li— -2

El valor de las integrales viene dado por

/T lo(x)dx = h/: Co((t))dt = _h/:’ é(t -2t 9t = ih
/xf b (x)de = h/:ﬁl(a:(t))dt - h/:’ L= o) — gy = — 2

/: lo(w)da = h/jfz(:c(t))dt _ _h/;’ %t(t s ;_Z

/:: ly(z)dz = h/j lo(x(1))dt = h/; %t(t C)—2)= g’

por tanto, el método resulta

h
Yi+3 — Yi+2 = ﬂ[fz —5fix1+19fi0 + 12fi+3]'

El orden del método es al menos cuatro, pues si y(z) es un polinomio de grado
menor o igual que cuatro, su derivada f(z,y(x)) es un polinomio de grado menor o
igual que tres, con lo que la aproximacion dada por la interpolacion sobre los cuatro
nodos z;, ;1 1, Tiyo, Tii3 €S €Xacta. ¢

Métodos lineales multipaso obtenidos mediante interpolacion osculatoria

El método de interpolacion consiste en encontrar un polinomio P(z) que satisfa-
galas condiciones P(x;) = i, . - ., P(Tivr-1) = Yr—1, P'(x;) = firo . P (Tigp1) =
fizx—1 en el caso de un método explicito. En el caso implicito debe satisfacerse
ademas P'(z;y1) = firx. El valor de y; se obtiene a partir del polinomio interpo-
lante como y; 1, = P(zi1x).

Ejemplo 9.2.14
Encontrar un método lineal multipaso explicito de dos pasos del mayor orden posi-
ble.
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Considérese los nodos x;, x;11, ;12 igualmente espaciados mediante un paso
h. El polinomio de mayor grado que puede interpolar la funcioén y su derivada en
los nodos z;, x;.1 es de grado tres, el cual podemos buscar en su forma de Hermite:

Hs(x) = Ao(x)yi + Ar(2)yir1 + Bo(x) fi + Bi(w) figa,
las funciones de base Ay, Ay, By, By vienen dadas por
Ag(x) = [1 = 2(x — z) (x5 (x),  Au(z) = [1 = 2(z — zp1) o (2i41) )7 ()

By(z) = (z —a)lg(z),  Bi(x) = (x — zipni(2),

donde /;(x) son las funciones de base de la interpolacion de Lagrange sobre los
nodos x;, x;1, por tanto:

T — T; 1 1
lo(x) = E— x:l = =3 (@ = i), lo(z:) = s
T — x; 1 1
O ) brim) = 7.

>

Tiy1—x; D
por tanto
Ao(l‘i+2) =5, Al(l’z‘+2) = —4, Bo(l’z‘+2) = 2h, Bl(@h) = 4h.

Asi, resulta
Yira = DY — Ayir1 + h2fi + 4 fira].

9.2.7. Analisis del error y de la estabilidad

En este apartado se estudia de modo muy somero los distintos tipos de error que
acompanan a los métodos numéricos de integracion de ecuaciones diferenciales.

Definicion 9.2.1

Sea un método de integracion numérico de ecuaciones diferenciales el cual propor-
ciona una aproximacion ¢ (xy + h) a partir los valores yo, y1, - - -, Yx, ¥ sea y(zx + h)
el verdadero valor de la funcion y en el punto z; + h. Llamamos orden de trunca-
miento local del método al orden en h de y(zy + h) — y(xy + h).

Definicion 9.2.2
Diremos que un método de integracion de ecuaciones diferenciales ordinarias es
consistente si su orden de truncamiento local es mayor o igual que uno.

Para obtener dicho orden se procede a desarrollar en serie de Taylor y(xy + h) —
y(xy + h) alrededor del punto xy, de modo que diremos que el método tiene orden
de truncamiento local n si se verifica y(xy, + h) — §(zx + h) = O"1(h).

Desgraciadamente, cuando avanza la integracion ya no se cuenta con los valores
de la funcidon que aparecen en el integrador, sino que Unicamente se dispone de
aproximaciones ¢(x;), lo que induce nuevos errores.
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Definicion 9.2.3

Llamamos error de truncamiento global al error que aparece al aproximar y(z,,)
por y(z,) siendo z,, el punto final de la integracion, la cual se efectua mediante el
numero de aplicaciones del método que resulte necesario.

El error de truncamiento global resulta un orden menor que el error de truncamien-
to local. En el calculo de errores de truncamiento se supone que los calculos se
efectian mediante una aritmética exacta, esto es, de infinitas cifras decimales.

Definicion 9.2.4

Llamamos errores de redondeo local y global a los errores cometidos en cada
aplicacion del método y en el conjunto de ellas, debidos al numero de cifras (finito)
que se utiliza en los calculos.

Definicion 9.2.5
Llamamos error global del método al error total cometido al aproximar y(z,,) por
y(x,), en el cual se acumulan todos los errores anteriores.

Para aproximar, mediante un método de pasos libres, la solucion de una ecuacion
diferencial en un punto x = b con error menor que un prefijado de antemano e, se
puede utilizar el siguiente método heuristico.

Sea la ecuacion diferencial y'(z) = f(x,y) con condicion inicial y(a) = yo. Pa-
ra obtener y(b) se utiliza un integrador numérico y se aproxima y(b) ~ Zy) (xo+h)
siendo h = b — a. A este valor se le denota como y;(b). A continuacion, se di-
vide el paso por dos h = b_T“ obteniéndose mediante la aplicacion del integra-
dor la aproximacion y(b) = Z:vo + 2h), la cual denotamos por y,(b). Dividien-
do sucesivamente por dos el paso se obtiene la n-ésima aproximacion y(b) ~
J(zo + 2"h) donde h = 2=% la cual denotamos por y,(b). El proceso se repite
hasta que |yx(b) — yr11(b)| < ¢, tomandose en este momento ¥y 1(b) como valor

de y(b).

Ejemplo 9.2.15
Obtener y(3) con error no superior a 1.1072, sabiendo que

v =x+e "seny, y(l)y=1.

Puesto que se piden tres cifras decimales exactas utilizaremos en nuestros calcu-
los cinco decimales como medida de proteccion.

En primer lugar, efectuaremos la integracion en un solo paso h = 2, obteniéndo-
se:

AENEE ka ks k3 ko | i
0 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1.30956 2.10005 2.00562 2.95242 ‘ 5.15778

por tanto, integrado en un paso (el nimero de pasos lo indicaremos como un su-
perindice entres paréntesis) se obtiene el valor y;(3) = 5.15778.
Integrando en dos pasos (h = 1) se tiene la tabla:
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i ‘ Z1 ‘ Yi ‘ ky ks ks k4 ‘ Yit+1
0 1 1| 1.30956 1.72234 1.71379 2.05615 | 2.70633
1| 21270633 | 2.05706 2.45411 2.44159 2.95486 | 5.17355

por tanto, integrado en dos pasos se obtiene y»(3) = 5.15355, y por tanto, ||y2(3) —
y1(3)|| = 0.016 (con tres cifras decimales) es mayor que 1073,
Integrando en cuatro pasos (h = 0.5) se tiene la tabla:

T Yi k1 ks k3 k4 Yir1
1.0 11]1.30956 1.52806 1.53141 1.71891 | 1.76228
1.5 1.76228 | 1.71905 1.89130 1.88682 2.05714 | 2.70665
2.0 | 2.70665 | 2.05702 2.24165 2.23681 2.44816 | 3.82850
2.5 | 3.82850 | 2.44795 2.68842 2.68750 2.95539 | 5.17476

W N = O .

por tanto, integrado en dos pasos se obtiene y3(3) = 5.17476, y con ello, ||y5(3) —
y2(3)|| = 0.001 (con tres cifras decimales) que es el error admisible, asi podemos
tomar y(3) = 5.175 + 1073,

¢

Definicion 9.2.6

Sea la ecuacion diferencial /' (x) = f(z,y), « € [a, b] con condicion en zy = a ini-
cial y(x¢) = yo. Diremos que un método de integracion numérica y es convergente
si Vo € [a, b] se tiene que lim,, . (zo + nh) = y(x) donde h = *—*2.

El problema de la convergencia es, en general, un problema dificil. En el caso de
los métodos lineales multipaso este problema es mas sencillo tal y como se vera.

Definicion 9.2.7
Sea el método lineal multipaso dado por

AkYrti + Ok 1Ykrio1 + 0+ aoyi = M(by frri + -+ bofi).
Llamamos primer y segundo polinomios de estabilidad del método, a los polino-
mios p(z) y q(z) dados por
p(2) = ap2" +ap_ 12"+ arz +ag
q(2) = bp2® + by 2P 4 by + by
Definicion 9.2.8

Diremos que un método lineal multipaso es estable si las raices r de p(z) = 0
satisfacen || < 1,y |r| < 1 caso de ser raiz multiple.

A continuacidn se enuncian dos teoremas, los cuales no demostramos, que resuelven
el problema de la convergencia para el caso de los métodos lineales multipaso.

Teorema 9.2.1
Sea un método lineal multipaso con primer y segundo polinomio de estabilidad
dados por p(z), ¢(z). Entonces el método es consistente si, y solo si, p(1) = 0y

p'(1) = q(1).

Teorema 9.2.2
Un método lineal multipaso es convergente si, y solo si, es estable y consistente.
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9.3. Integracion de sistemas y ecuaciones de orden n

Los métodos anteriores se generalizan con facilidad cuando se trata de resolver
el problema:
gi(z) = fi(y1, Y2, - - Yny T)
Jo(z) = f2(Y1, Y2, -+ s Yn, T)

yn(w) = fn<y17y27 <o 73/117*77)
x € [a,b] con las condiciones iniciales

n (CL) = Y1,0,--- 7yn(a> = Yn,0
para ello, basta tomar un método para una ecuacion diferencial de primer orden y

— t - t —
reemplazar y; por y; = (Y11, ¥Yin)> fpor f = (fi,..., fn) € yopor Yo =
(Yo, ---,Yon)", obteniéndose de este modo el método equivalente para sistemas.

Ejemplo 9.3.1
Escribir un método de Euler explicito para integrar el sistema

v = fi(z,y1,92)
Y2 = fo(z,91,92)
x € [wo, 0 + h], y1(0) = Y10, Y2(T0) = Y20-
El método de Euler explicito para el caso de una ecuacion se escribe como
Yiv1 = Yi + hf('ria yz)v
lo cual se generaliza como
H
YVirr=Yi+thf (@, Y,

lo que en forma matricial se expresa como

Yritr| _ |Yat hfi(@, yris Y2,i)
Y2,i+1 Yoi + hfa(x, Y14, Y2,)

El problema de condicion inicial para una ecuacion de orden n viene dado por
v (@) = fe,y.9 9", y" ), w € fa,b]
n— n—1
y(a) =yo, ¥'(@) = v .. y" Va) =5,

el cual se transforma en un sistema de ecuaciones diferenciales de orden n mediante
el cambio de variable z; = y’). Asi, se tiene

21 = 29
2:’2 = Z3
Zn—1= Zn
Zn = fx, 21,29, ..., 2p)
hvd t
20 = <y1,07 Y2,05 - - - 7yn71,0) s

el cual puede ser resuelto segun las técnicas anteriores.
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9.4. Introduccion a los problemas de contorno para
ecuaciones diferenciales ordinarias

En este capitulo se aborda el estudio de métodos numéricos para la resolucion
del problema de contorno para ecuaciones diferenciales ordinarias, esto es, proble-
mas en los que en lugar de proporcionarse los valores de la funcion y sus derivadas
en el extremo inicial del intervalo, se proporciona relaciones funcionales entre la
funcién y sus derivadas en los extremos a y b; esto es, problemas de tipo

7
%_ f(yrr) IEG]CL,Z)[
6:i(Y(a), 7)) =0 Vi=1,...,n

7 ER® f R R™

La solucion de este problema es en general dificil, pero se simplifica notablemente
cuando las condiciones de contorno son lineales en los valores de la funcion.

Método de tiro

El primer método que se aborda es el llamado método de tiro. Dicho método su-
pone que el problema de condicién inicial para nuestra ecuacion se puede resolver,
bien mediante integracion exacta, bien mediante integracion numérica. Sea pues
— — .y . . . . .

Y (z, ¥'o) la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales dado anteriormente
e, e e — — . ., . .
con la condicion inicial y (a) = ¥o. A partir de esta solucion es posible determinar

Y (b) =Y (b, Yo),y asi las condiciones de contorno se pueden reescribir como:

ﬁ
¢z‘(707 b 770) - qu(?O) = O, Vi = ]., o, N,

lo que representa un sistema de n ecuaciones en las incognitas yg,. . . ,y5 donde se ha
utilizado la notacion o = (yi,...,yd). Por tanto, el problema queda reducido a la
resolucion de un sistema de n ecuaciones con n incognitas, lo cual se puede abordar
a partir de un método de Newton-Ralphson (u otro método numérico adecuado). La
resolucion del sistema también puede abordarse a partir de métodos de optimizacion
aplicados a la funcion W(yd, ..., y8) = S lim?, ¥2(7).

Ejemplo 9.4.1
Sea el problema de contorno dado por

1
y' = —§y, x € [0,7]

con las condiciones iniciales y(0) = 1.0, y(1) = 0.5. Resolver por el método de tiro
utilizando como método de integracion un método de Euler explicito con paso %
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En primer lugar, sea y(x, ) el valor que toma la funcion y(x) cuando se integra
con las condiciones iniciales y(0) = 1, ¢'(0) = a y sea F'(a) = y(1,a) — 0.5.

La ecuacion diferencial puede reducirse a un sistema mediante el cambio z; =
Y, z2 = 3. Asi, el problema resulta

2= 29

—_

= —21.

N~

zZ.

con la condicion inicial z,(0) = 1, 2(0) = a.
El método de Euler explicito resulta para esta ecuacion

21(iv1) = z1(w;) + hozo(2)
ZQ(IH_l) = ZQ(Iz) — hzl(xz)
Tomando inicialmente o = 0, resulta la tabla de valores

i | 0.0 0.4 0.6 0.8 1.0
z(w;) | 1.0000  1.0000 0.9600 0.8800 0.7616  0.6080
zo(x;) | 0.0000 -0.2000 -0.4000 -0.5920 -0.7680 -0.9203

por tanto, el valor de £'(0.0) = 0.6080 — 0.5000 = 0.1080.
Para aproximar el valor de « para el cual F'(a)) = 0 utilizaremos el método de
Newton (podria haberse utilizado cualquier otro)

F'(a)’

Qi1 = Qp = 0.

El valor F”(0) lo aproximaremos por F’(0) = w, aproximacion suficiente

puesto que el método de Euler es de primer orden. Asi, integrando las ecuaciones
con condiciones iniciales z;(0) = 1, 25(0) = 0.01 se tiene

i | 0.0 0.4 0.6 0.8 1.0
z(w;) | 1.0000  1.0020 0.9640 0.8859 0.7693  0.6172
z(x;) | 0.0100 -0.1900 -0.3904 -0.5832 -0.7604 -0.9142

por tanto, el valor de F'(0.01) = 0.6172 — 0.5000 = 0.1172, de donde F'(0) =
0.9200 y por tanto, o« = —0.1174.

Para evaluar F'(2.3360) es necesario integrar de nuevo con condiciones iniciales
21(0) = 1, 22(0) = 2.3360; asi, se tiene

i | 0.0 0.4 0.6 0.8 1.0
z(x;) | 1.0000 0.97652 09130 0.8105 0.6714  0.5000
z(x;) | -0.1174  -03174 -0.5127 -0.6953 -0.8574 -0.9917

Puesto que F'(—0.1174) = 0, se tiene que la solucion a nuestro problema viene
dada por y(z) = z1(x), donde z; debe tomarse de la tltima tabla.

¢
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Método de diferencias

El método de diferencias finitas consiste en introducir un mallado ¢y = a <
r<r9<---<xp=bconh; =x,1—x;,1=0,...,n—1. Dado este mallado se
procede a aproximar la ecuacion diferencial y las condiciones de contorno mediante
el uso de diferencias divididas; asi, se tienen las aproximaciones:

flzicy, xiy xi + 1) = p(a;) floi—1, xip1] + ¢(x)y(x;) +r(z;), i=1,...,n—1
ary(zo) + fiflzo, 21 ] =m
2y(Tn) + Bof [Tn—1,Tn] =72 .

De este modo, se tiene un sistema de n + 1 ecuaciones con n + 1 incognitas, lo que
nos proporciona el valor de la funcion y en los nodos x;.
La forma mas habitual de discretizar el problema consiste en la introduccion de un
mallado regular w = {x; = ¢ +ih|rg = 1,h = b_T“}, y en aproximar las derivadas
mediante operadores discretos adecuados, tales como los estudiados en el capitulo
anterior.

Un esquema sencillo de primer orden para resolver el problema de contorno
asociado a la ecuacion lineal de segundo orden consiste en tomar las aproximacio-
nes:

y= Y VL oY), Wi=1,... n—1

! 2h
Yit1 — 2Y; + Yi1 .
Yy = + 2 +O(h?), Vi=1,...,n—1
vy = LR+ 0h), v, = =IO
h h
resultando el esquema de primer orden:
[ bl C1 0 0 0 0 O- I .To- [ h")/l-
as b2 Co 0 cee 0 0 0 T h2T1
0 a0s bg c3 - 0 0 0 X2 o h27“2
0 0 0 0 o Qp bn—l Cn—1 Tn-1 h2rn—1
. 0 0 0 0 -+ 0 an by || x| | hv |
donde
bi=hay =B, =0 ; ap = =2, bp=has+ (s
h h

El sistema anterior resulta tridiagonal, por lo que puede ser facilmente resuelto.
Para obtener un esquema de segundo orden basta sustituir en las condiciones de
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contorno la aproximacioén a la primera derivada por:

y;:yi“%hyi*l, i=1,....n—1

1 1 —3yo +4y1 — Y2
A /N -
Yo h[ 2 ]yl 2h

1 1 Yn—2 — dYn—1 + 32
== \Y —V2 i =

el sistema ahora no resulta tridiagonal (excepto si las condiciones de contorno se
reducen a y(a) = 71, y(b) = 72), pero puede también ser reducido a tridiagonal
mediante sencillas transformaciones.
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