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TEMA 1

MATRICES Y DETERMINANTES

1.1. DEFINICION DE MATRIZ

Una matriz es un rectdngulo de nimeros considerado como una entidad y de-
limitado por paréntesis o corchetes. Una matriz con m filas y n columnas se dice
que es una matriz m X n. Las matrices se suelen denotar por letras maytsculas y
los nimeros que las componen, denominados elementos, por letras mintsculas con
subindices que indican el lugar que ocupan en la matriz.

A = (aj;), i:indice de fila, j: indice de columna.

Las matrices se usan en muchos contextos, en particular para organizar tableros
de datos, para la resolucién de ecuaciones lineales, etc.

21 -1

Ejemplo 1.1 A= < 37 0

) es una matriz 2 X 3, a11 = 2, ajp =1, etc.

Ejemplo 1.2 A = ( 1 2 -1 ) es una matriz fila; B = ( 3 ) es una matriz

columna.
Ejercicio 1.1 Construir la matriz A = (a;;),,5 donde a;; = 2i — j.

Ejercicio 1.2 Organizar los siguientes datos en forma de matriz:

Una tienda tiene dos almacenes como proveedores de electrodomésticos; el primer
almacén tiene dos lavadoras, dos cocinas y tres neveras en existencia. El seqgundo
tiene cuatro cocinas, tres lavadoras y una nevera.

¢ Cudl serd el mdazximo nimero de unidades que puede solicitar la tienda?

1.2. ALGEBRA DE MATRICES

Para muchas de las aplicaciones de las matrices es interesante conocer qué ope-
raciones se pueden realizar con ellas, es decir, conocer el dlgebra de las matrices.

Se dice que dos matrices son iguales si tienen el mismo tamano y los elementos
correspondientes son iguales.

1.2.1. Suma de matrices

Definicién 1 Se define la suma de dos matrices A y B que tienen el mismo tamano
como la matriz que resulta de sumar los elementos correspondientes de A y B. NO
se pueden sumar matrices de tamano distinto.
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Ejemplo 1.3 A = < 3

A+B:<1 1 _2>.

)
-~ =
|
o»—l
~_
oy
Il
7N
o |
—_
N O
o |
—
~_

6 9 0

Definicién 2 Si A es una matriz y ¢ un nimero, el producto cA es la matriz que
se obtiene al multiplicar todos los elementos de A por c.

. (2 1 _ (-4 =2
Ejemplo 1.4 A—<3 _7>,c— 2, :>cA—<_6 14>

Definicién 3 Si A es una matriz —A denota la matriz (—1)A. Si A y B son dos
matrices del mismo tamano A — B se define como la suma A+ (—B).

. (-2 1 (2 0 L (41
E.]emplol.%')A—<3 0>,B—<3 _2> = A B_(O 2)

Propiedades de la suma de matrices y multiplicacién por un escalar

Suponiendo adecuado el tamano de las matrices, se cumplen las siguientes pro-
piedades:

1. Asociativa: A+ (B+C)=(A+B)+C
2. Conmutativa: A+B=B+ A

3. Elemento neutro: A+ 0 = 0+ A, donde 0 representa una matriz con todos
sus elementos nulos.

4. Elemento opuesto: A+ (—-A)=(-A)+A=0
5. Distributiva respecto de los escalares: (o« + ) A = aA+ A
6. Distributiva respecto de las matrices: «(A+ B)=aA+ aB

Por contra, la multiplicacién de matrices sigue reglas mas complejas.

1.2.2. Multiplicacién de matrices

Definicién 4 Dadas las matrices A = (aij),,x, Y B = (bij),x, €l producto AB
define la matriz C = (Cij)mx;; cuyo elemento ij se obtiene al multiplicar la fila i de
la matriz A por la columna j de B de la forma:

cij = aitbij + aigbaj + ... + ainbn;

3 0 4 1 12 -3
Ejemplo 1.6 A= -1 2 |, B= ( ) = AB=C=| -4 5
11 0 2 4 1

NO es posible realizar el producto BA.

Ejercicio 1.3 Demostrar que si estan definidos los productos AB y BA, entonces
A es una matriz (m x n) y B es una matriz (n X m).
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Suponiendo adecuado el tamano de las matrices, se cumplen las siguientes pro-
piedades:

1. Asociativa: A(BC)=(AB)C
2. Distributiva a la derecha: (A+ B)C = AC + BC

3. Distributiva a la izquierda: C(A+ B)=CA+CB
NO se cumple la propiedad conmutativa, en general AB # BA.

Definicién 5 Se define la transpuesta de una matriz como aquella matriz que se
obtiene cambiando filas por columnas AT = A’ : matriz transpuesta de A.

1.3. DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA.
PROPIEDADES

Una matriz cuadrada es aquella que tiene el mismo nimero de filas que de
columnas. A = (aij),,., se dice que es una matriz de orden n. Los elementos ij tales
que ¢ = j determinan lo que se conoce como diagonal principal.

Se llama matriz unidad, I, a una matriz cuadrada cuyos elementos son 1 en la
diagonal principal y 0 en el resto. Se conoce como matriz diagonal a una matriz
cuadrada si todos sus elementos fuera de los de la diagonal principal son cero.

Definicién 6 (Potencia de una matriz) Si A es una matriz cuadrada la ley aso-
ctativa del producto permite escribir

n veces

A2 = AA, A3 = AAA,.. A" =AA

Ejercicio 1.4 Dada A = < 0 1

L - ) calcular A? y A3,

Ejercicio 1.5 ;Cudl seria la potencia n—sima de una matriz unidad? ;Y de una
matriz diagonal?

Una matriz cuadrada tiene asociado un escalar, su determinante. Los determi-
nantes se definen en términos de permutaciones sobre enteros positivos. La teoria es
compleja pero una vez completa da lugar a métodos més simples del cdlculo de los
determinantes. Nos limitaremos a estudiar estos métodos de célculo. Los determi-
nantes se definen sélo para matrices cuadradas.

Los determinantes de las matrices de orden 2 y 3 viene dados por las siguientes
reglas.

a1 a2
A = = |A| = an1a22 — a12a21
a1 a2

ail a2 a3
A = a1 ax a3 | =

az1 asz2 as3

\A| = Q11022033 + Q12023031 + A21G32013—
—a13a22a31 — 4230432011 — 4120210433

Para matrices de orden mayor desarrollaremos un método basado en menores y
cofactores y reduciremos el determinante de la matriz a una suma de determinantes
de orden dos o tres.
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Definicién 7 Un menor de una matriz A es el determinante de cualquier subma-
triz cuadrada de A.

Definicién 8 El cofactor «;; del elemento a;; de una matriz A es el escalar
obtenido al multiplicar (—1)”‘7 por el menor obtenido de A quitando la fila i y la
columna j. También se conoce como adjunto del elemento a;;.

1.3.1. Desarrollo de un determinante por los cofactores de una fila
o columna

El determinante de A se calcula multiplicando los elementos de una fila (o una
columna) por sus cofactores y sumando los productos resultantes, por ejemplo:

n

Al = ajoi1 + apaie + ... + Ginip = E e
=1
n
|A| = a1;015 + 62502 + ... + QpjQn; = E ag; Qg
=1

Se puede elegir cualquier fila (o columna) para este desarrollo, es interesante
elegir aquella que tenga un mayor nimero de ceros.

3 1 0
Ejemplo 1.7 Dada A= 1| -1 2 1 | ; calcular su determinante desarrollan-
2 -1 =2

do en cofactores.

Solucién. Utilizando la primer fila para el desarrollo:

3 1 0
2 1 -1 1 -1 2
T I B L I TP R
9 _1 _9 1 2 2 2 2 1

Si la matriz no tiene ceros es interesante utilizar las propiedades de los determi-
nantes para conseguir el mayor niimero de ceros posible.

1.3.2. Propiedades de los determinantes

1. El determinante de una matriz diagonal es el producto de los elementos de su
diagonal principal.

2. Si una matriz cuadrada tiene una fila o una columna de ceros su determinante
€s cero.

3. Si la matriz B se obtiene a partir de una matriz cuadrada A intercambiando
la posicién de dos filas (columnas) entonces

Bl = — 4]

Corolario 1 Si dos filas de una matriz son idénticas su determinante es nulo.
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4. Si la matriz B se obtiene a partir de una matriz cuadrada A multiplicando
todos los elementos de una fila (columna) de A por un escalar A entonces

|B| = A[A]
Corolario 2 Si A es una matriz de orden n entonces |NA| = A" |A].

5. Si la matriz B se obtiene a partir de una matriz cuadrada A sumando a una
fila (columna) de A otra fila (columna) de A multiplicada por un escalar A
entonces

|B| = |4]

Las propiedades 3, 4 y 5 se conocen como operaciones elementales sobre filas
(columnas) y resultan muy ttiles para conseguir ceros en una fila (columna) de una
matriz.

Se puede disenar, pues, un algoritmo basado en estas operaciones que simplifique
el cdlculo de los determinantes. Trabajaremos con filas a menos que se indique lo
contrario.

0 -1 2
Ejemplo 1.8 Dada A = 4 5 6 |, calcular su determinante utilizando las
-2 1 4
propiedades anteriores.
0 -1 2 4 5 6
Solucién. [A|=| 4 5 6 = -/ 0 -1 2 =
—2 14| g 1 g | BoRR
4 5 6
=—|0 -1 2 :_4‘_$ 2‘:_56
0o I 7 2 7

Una matriz en la que todos sus elementos por debajo (arriba) de la diagonal
principal son cero se conoce como un matriz triangular superior (inferior).
Es facil demostrar que el determinante de dichas matrices es el producto de los
elementos de su diagonal. Se pueden, pues, aplicar las operaciones elementales sobre
filas para transformar el determinante de una matriz cuadrada A en el determinante
de una matriz triangular.

0 -1 2
Ejemplo 1.9 Dada A = 4 5 6 |, calcular su determinante reduciéndolo
-2 1 4
al de una matriz triangular.
0 -1 2 4 5 6
Solucién. [A|=| 4 5 6 = —-| 0 -1 2|=
—2 1 4| 2 14
4 5 6 4 5 6
= - 0 —1 2 = _ - 0 -1 2 | =56
F3—F3+5F 0 % 7 | BsoFs+gla 0 0 14
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Ejercicio 1.6 Calcular el determinante de la matriz

3 2 3 4
1 -1 2 4
2 0 3 -1
-1 -6 -9 12

A=

Teorema 1 Si A es una matriz cuadrada |A| = }AT‘ .

Teorema 2 Si A y B son matrices cuadradas entonces |AB| = |A]|B|.

1.4. RANGO DE UNA MATRIZ

Una matriz A de orden m X n se puede considerar formada por n vectores colum-
nas de tamano m.

Se dice que una columna es linealmente independiente de las otras si no se puede
obtener a partir de las otras columnas mediante sumas y multiplicaciones por es-
calares, es decir, si no es una combinacion lineal de las otras columnas.

Se define el rango de una matriz como el nimero de columnas linealmente
independientes que tiene.

Teorema 3 rg(A) = rg(A”).

Una manera eficaz de encontrar el rango de una matriz es aplicar las operaciones
elementales sobre las filas para ver cuales son linealmente independientes.

1 2 3 2 1 2 3 2
Ejemplo1.10rg| 2 3 5 1 = rgl 0 -1 -1 3 =
1 3 4 5 ) B2 0 1 1 3 ) Bt
1 2 3 2
=rg| 0 -1 -1 3 | =2
0 0 00
1 30 0
Ejercicio 1.7 Calcularrg| 2 4 0 -1
1 -1 2 2

1.5. INVERSA DE UNA MATRIZ CUADRADA. PROPIEDADES

Definicién 9 La inversa de una maitriz cuadrada A es aquella matriz B tal que
AB = BA = 1. Se denota por B = A1,

A~1 debe ser del mismo orden que A para que se puedan multiplicar.
Una matriz que tiene inversa se dice que es invertible o regular. Si no tiene
inversa se dice que es singular.

Teorema 4 Toda matriz reqular tiene determinante no nulo.
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Calculo de la inversa

Veremos un método que consiste en aplicar operaciones elementales sobre las
filas hasta transformar la matriz A en la identidad. Estas operaciones elementales
se hacen simultdneamente sobre la matriz identidad, de forma que el resultado final
serd la inversa. Lo veremos con un ejemplo.

1 -2 1
Ejemplo 1.11 Calcular la matriz inversa de | 2 2 2
3 —4 -3
1 -2 1 1 00 1 -2 1 1 0 0
Solucién. 2 2 2 010 ~ 0 6 O -2 10 ~
3 -4 =3[0 0 1)R2R2R 0 2 —6]-30 1) "Rt
1 =2 1 1 00 1 -2 1 1 0 0
2 1 —2 1
L 0 6 6 0 F ;}72F 01 5 5 ; '\:1
0 2 —6|-30 1)\ \0 0 —6|5 F 1)m %5
1 -2 1|1 0 0 110|737 & &
1 0|3 % 0 ~ 010 —71 % 0
=7 -1 Fy—F1+2F3+F; -1
0 0 1 T i © 1 1 2T43 00 1 5 15 =
-1 5 1
oo a3 T
uego =| = =
: i
18 18 6
Se comprueba que:
-1 5 1
1 -2 1 I 100
AAT =12 2 2 —?1 % 0 |=(010
-1

Propiedades
1. La inversa de una matriz es tnica.
2. Si A es una matriz regular

(A =4, A =D, AT =147 siendo A #£ 0.

3. Si Ay B son matrices regulares del mismo orden se cumple

(AB)™' = B-1A-1.
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1.6. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES: DISCUSION
Y RESOLUCION

Un conjunto de n igualdades del tipo

a1171 + a12T2 + 41323 + ... + a1pTym = by
a21x1 + a2 + a23T3 + ... + 2Ty, = b2
Ap1T1 + Ap2x2 + ap3x3 + ... + GpmTm = bn

se llama sistema de n ecuaciones lineales con m incégnitas.

Una m—tupla (a1, g, ..., amy,) se dice que es una solucién del sistema si al sustituir
Tl — a1, Ty — Q2, ..., Ty, — Qy se cumplen todas las ecuaciones del sistema.

El conjunto de todas las soluciones del sistema se llama solucidon general; una
solucién cualquiera se conoce como solucion particular. Estos sistemas se pueden
escribir matricialmente

AX = B.

Los sistemas se clasifican en funcién de las soluciones que tienen y se pueden
estudiar en funcién del rango de las matrices A y la matriz ampliada A|B, que es la
matriz A a la que se le ha afiadido la columna de los términos independientes:

Determinado L
(Solucién tinica) = rg A = n incégnitas
Compatible olucion unica

rg A=rgA|B Indeterminado

(Infinitas soluciones)

= rg A < n incégnitas

Incompatible (no tiene solucién) = rg A # rg A|B

Sib; = by =...=b, =0 se dice que son homogéneos. Si algin b; # 0 se conocen
como sistemas inhomogéneos.

Dos sistemas de ecuaciones lineales se dice que son equivalentes si tienen la
misma solucién general.

1.6.1. Resolucién por el método de Gauss

El método reductivo o de Gauss consiste en aplicar operaciones elementales
sobre las ecuaciones para encontrar un sistema equivalente al dado de forma que la
incégnita x; aparezca sélo en la primera ecuacién, la x5 en la segunda, etc. Es decir,
se van eliminando incégnitas en las ecuaciones.

Realizar este tipo de operaciones sobre las ecuaciones es equivalente a considerar
la matriz ampliada del sistema y realizar operaciones elementales sobre las filas.

Ejemplo 1.12 Resolver

1 +x2+2x3=20 1+ To+2x3=0

Solucién. z; +x9 —x3 =0 |se elimina x —2x3 = —6

201 —xo +x3 =3 —3x9 —x3 = -9
1+ 22+ 23=06 1 =1
—3x9—23=-9 | = x0=2
—21’3:—6 .%‘3:3
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Ejercicio 1.8 Resolver
—x1 + 519 — 43 =4
2x1 + 219 — 3x3 =2
T+ Tx9g —Taxs =7

Ejercicio 1.9 Un platero dispone de tres aleaciones de plata, cobre y oro con la
stguiente composicion:

Ag Cu | Au

1 aleacion | 5% | 15% | 80%
2 aleacion | 10% | 25% | 65 %
3 aleacion | 15% | 30% | 55 %

¢ Cudntos gramos ha de tomar de cada una para que al fundirlos se obtengan 15
gramos de una aleacion que contenga el 12 % de plata, 26 % de cobre y 62 % de oro?

1.6.2. Aplicacién de la matriz inversa a la resolucién de sistemas
de ecuaciones.

Un sistema de ecuaciones lineales puede escribirse de forma matricial como
AX =B

Si la matriz A es una matriz cuadrada regular, existe su inversa y por tanto se
puede obtener el valor del vector columna X, que es el vector de las variables.

ATAX =A"'B=X=A4"'B

lo que da lugar a la regla de Cramer.

Ejemplo 1.13 Resolver el sistema

T+ 229 —x3 = —H
201 — 92+ 23 =6
{L'1—.%'2—3$3=—3

Solucién. Este sistema se puede escribir en forma matricial como:

1 2 -1 T -5
2 -1 1 Ty | = 6 |,
1 -1 -3 X9 -3

y calcular la inversa de la matriz A comprobando primero que es regular.

1 2 -1
detA=1]2 -1 1 |=109.
1 -1 -3
1 2 —-1/1 00 1 2 -1 100
2 -1 1]0 10 ~ 0 -5 3|-210 ~
1 -1 =3/0 0 1 Fy—Fy—2F, 0 -3 2| -10 1) %"

F3—F3—F;
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1 2 -1 1 0
—3 2 —1
0 1 5| 5 5
0 -3 -2 -1 0
1 2 —1 1 0
1 =3 2 -1
3 55 3
00 5 |55 5w
12 =111 0
01 0 |5
00 1 |3 1%
Por tanto
I é
X = xTo = 19
T2 *1—19

0 1 2 -1
0 ~ 01 22
1 F3—F3+3Fy 0 0 _Tlg
0 1 2 -1
0 ~ 01 0
-3 Fy—Fo+F 3
E 2 2 3 0 0 5
0 1 00

—3

=3 ~ 010

l% F]—F|—2Fy+F:

E 1 1 2 3 0 O 1
7 1

19 19 =5

_1_29 _% 6 =

3

9 19 -3
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1 0 O
2 =1
T B
1 =3 F3— T3 F
5 1 3~ 1913
1

7 -2 =3
19 19 19 ~
—3 9 —_3 F3—>%F3
519 519 19

4 e 1

1 1

. T
LA

19 19 19
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TEMA 2

LOS ESPACIOS R? Y R®

2.1. VECTORES EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO

Un conjunto ordenado de niimeros se distingue no sélo por los elementos que
contiene sino también por el orden en que estdn los elementos y se conoce como
vector, o n-tupla, ¥ =(v1,va,vs,...,v,) . Los vectores coinciden con matrices fila
(1 X n) o matrices columna (n X 1) y también son conocidos como vector fila y vector
columna. Usaremos la notacién de vector fila.

Los vectores se denotan en negrita o con flechas. Los nimeros (vy,ve,vs, ..., Uy)
se llaman componentes o coordenadas del vector. El nimero de componentes da
la dimensién del vector. El conjunto de todos los vectores de la misma dimensién,
n, se conoce como espacio vectorial de dimension. Asi, R? es un espacio vectorial de
dimensién 2 y R? es un espacio vectorial de dimensién 3.

El término coordenadas proviene de la representaciéon de los vectores respecto
de los ejes coordenados. Asi, los vectores de dimensién 2 se pueden representar en
el plano. Su primera componente coincide con la proyecciéon del vector sobre el eje
X y se conoce también como coordenada x; su segunda componente o coordenada y
coincide con la proyeccién del vector sobre el eje Y. Esto se lleva a cabo utilizando
la misma unidad de longitud en ambos ejes y usando vectores de longitud unidad
situados sobre los ejes, estos vectores bésicos sirven para expresar los deméds vectores
del plano. El vector i = (1,0) es el vector unitario en la direccién del eje = y el vector
j= (0,1) es el vector unitario en la direccién del eje y. Asi, el vector (3,4) = 3i+47.

Componentes de un vector en el plano

También pueden dibujarse los vectores de tres componentes en el espacio tridi-
mensional, cada una de las componentes corresponde a la proyeccién del vector sobre
uno de los ejes coordenados. En este caso los vectores unitarios son: i= (1,0,0) el
vector unitario en la direccién del eje x,el vector j = (0,1,0) el vector unitario en la
direccién del eje y; y k= (0,0,1) el vector unitario en la direccién del eje z.
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Vectores en R3

Propiedad 1 Dos vectores son iguales si, y sélo si, son iguales componente a com-
ponente

Ejemplo 2.1 (2,3) = (a,b) = a=2,b=3.

Los vectores pueden sumarse algebraicamente sumando componente a compo-
nente (recordad que son matrices) y multiplicarse por un escalar multiplicando
cada una de sus componentes por dicho escalar:

Ejemplo 2.2 (3,4) +(1,-2) = (3+1,4—2) = (4,2)
2(3,-3) = (2-3,2- (~3)) = (6, -6)

2.1.1. Interpretacién geométrica de los vectores

Muchas cantidades se caracterizan por un tnico nimero en una escala apropiada
(por ejemplo, la temperatura, la masa, el tiempo, etc.), por lo que estas cantidades
se llaman magnitudes escalares. Pero muchas otras magnitudes, como por ejemplo
la fuerza y la velocidad, no se pueden caracterizar sélo por un nimero sino que
necesitan también una direccién, es por esto que se introducen los vectores. Las
magnitudes que se caracterizan por un nimero y una direccién se conocen como
magnitudes vectoriales.

Es habitual representar un vector como una flecha que queda determinada por
su direccién y longitud. Dos vectores se dice que son iguales o equivalentes si tienen
la misma longitud y estdn sobre rectas paralelas con el mismo sentido.

Vectores equivalentes

Por tanto se suele tomar el origen de ordenadas como origen de vectores.
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Ejercicio 2.1 Representar el vector que une los puntos (2,3) y (—1,1). Un vector
equivalente a él cuyo origen sea el punto (1,1) y un vector equivalente a ambos cuyo
origen sea el origen de coordenadas.

Corolario 3 Dos vectores U y W tienen la misma direccion si U = ki, siendo k un
nimero real. Decimos que estos vectores son paralelos.

Se define el médulo o norma de un vector como su longitud,

U= (v1,02,03, ..., 0) = ||0]| = \/(01)2 + (v2)2 + (v3)% + ... + (vn)*.
Ejemplo 2.3 = (-3,-2) = ||9]| = /(- — = /13

Un vector se dice que es unitario si su modulo es 1.

Ejemplo 2.4 5= (3,4) = [[3] = /)2 + (02)2 = / (8)* + (4)° =

Propiedad 2 Las propiedades de los modulos de los vectores se parecen mucho a
las propiedades de los valores absolutos de los nimeros reales:

1. ||o| >0
2. |lat]| = |af ||]
3. T+l < (|7]] + [

La suma, diferencia y multiplicacién de un vector por un escalar siguen las reglas
de las matrices. En el caso de vectores de dos dimensiones es ficil ver graficamente

el resultado de estas operaciones.

Suma de vectores Resta de vectores Producto por un gsgalar
4 4
7f N
’,1 \\\ 3
3 /’ 2.5
l, 2
4
v:).-rZI—u
—uz’ 8 1.5
S ‘\ 1 1
\\
0.5
-1 1 2 3
4 u2
-1 1 2 3 -1 0.511.52

Algebra de vectores

-

Ejercicio 2.2 Dados los vectores @ = (2,2) y b= (—1,2). Caleular y dibujar: @+b,
~ b, —3d, 2b,2d — 4b.

Ejercicio 2.3 Dados los vectores @ = (2,1,1) y b= (—=1,1,2). Calcular y dibujar:

a+b a—b, 2d, 2b.
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2.2. BASES CANONICAS. CAMBIO DE BASE

Tal y como se observa en el dibujo siguiente, un vector en el plano se puede
escribir como la suma de dos vectores, pero estos vectores no son tinicos, sino que el
mismo vector se puede descomponer como suma de distintos pares de vectores

4l

Cambio de base

Esto nos indica que todos los vectores del plano se pueden escribir como una com-
binacion lineal de dos vectores que no sean paralelos, es decir, que sean linealmente

1

independientes.” Estos dos vectores forman una base del plano.

Ejemplo 2.5 Base de R? = ((1,0),(0,1)).
Base de R? = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1))

En general las bases formadas por n-tuplas de la forma (1,0, 0, ...,0) , (0, 1,0, ..., 0)
., (0,0,0,...,0,1) se conocen como bases candnicas. Las bases del ejemplo anterior
serian las bases candnicas del plano y del espacio. En la base candénica las compo-
nentes del vector son las dadas. Pero al cambiar de base, cambian también las
componentes del vector.

De hecho, si B = {¥, U3, U3, ..., U } €s una base de un espacio vectorial V entonces
cualquier vector de V' serd una combinacién lineal de los vectores de esta base, es
decir

7 = a1 + oo + ... + aUp, YoeV

Los escalares (a1, aq, ..., ;) son tnicos para cada vector ¥ y se conocen como las
coordenadas o componentes del vector en la base B. Si se toma otra base B’ de V,
las coordenadas de los vectores cambian, serdn los coeficientes de la combinacién
lineal de la nueva base.

Ejemplo 2.6 Dado el vector ¥ = (7,3) € R? encontrar sus coordenadas en la base
candnica y en las bases B = {(1,1),(1,-1)} y B ={(2,1),(-1,-1)}.

Solucién. En la base candnica las componentes del vector son las dadas. Las
componentes en la base B son:

(7,3):a(1,1)+5(1;—1):>{ ;szg ;‘{ Zii

'Un conjunto de vectores {1, ¥z, ..., U } se dice que son linealmente independientes si y sélo
si 11 + ae¥2 + ... + an¥, = 0 implica que a1 = a2 = ... = a, = 0.
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= (7,3) = (5,2)
y en la base B’ :

(zaza@n+5GL—U${ZZ%tf #{Zif
= (7,3)=(4,1)p

Ejercicio 2.4 Encontrar las coordenadas del vector ¢ = (2,—1,3) € R3 en las
bases

B ={(1,0,0),(2,2,0),(3,3,3)} y B'={(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}

2.3. PRODUCTO ESCALAR. MODULO DE UN VECTOR

Definicién 10 Se define el producto escalar de dos vectores de la misma dimen-
sion @ = (ay,a2,a3,...,a,) Y b = (b1, b2,b3,...,b,) como el escalar que resulta de
hacer las operaciones

@-b=aiby + asby + ... + anby

Propiedades

1. @b=b-a

2 a-(b+c)=a-b+a-c

3. 6-(&5)2(046)-620[(5 5)

4. @-d>0, d-a=0siysélosia=0.

Ejercicio 2.5 Pepe va a una fruteria y compra 3 Kg de cerezas, 4 de peras, 3 de
naranjas y 5 de manzanas. Luis compra 2 de cerezas, 2 de naranjas y 3 de manzanas.
Se sabe que 1 Kg de cerezas vale 3.5 €, 1 de peras 1.6 €, 1 de naranjas 0.6 € y uno
de manzanas 0.56 €.

1. ;Cual es el vector de compras de Pepe? ;Y el de Luis?
2. ;Chial es el vector de precios?

3. ¢Cudnto gasta cada uno de ellos?

4.  Comprobar qué se satisfacen las propiedades anteriores.

Teniendo en cuenta que al calcular el producto escalar de un vector consigo
mismo se obtiene el cuadrado de su modulo, se observa que el producto escalar de
dos vectores estd relacionado con sus modulos y el &ngulo que forman. De hecho, el
angulo que forman dos vectores puede calcularse como:

ST
S

cosf =

S

|@

2.3.1. Trabajo realizado por una fuerza constante

El trabajo W realizado por una fuerza F constante, al mover un objeto a lo largo
de una trayectoria rectilinea 7 se puede calcular como

W=F.7
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Ejemplo 2.7 Un objeto es arrastrado bajo el efecto de una fuerza de 15 newtons,
ejercida por una cuerda que forma un dngulo de 35° con el suelo. Calcular el trabajo
efectuado por esa fuerza al desplazar 50 metros el objeto.

Solucidén.

W=F. 7=15-50-cos 3% = 614. 36 julios.

Ejercicio 2.6 Una caja de madera es arrastrada por el suelo mediante una cuerda
que forma un dngulo de 40° con la horizontal. Si la fuerza de rozamiento, que actua
en sentido opuesto al movimiento, entre la base de la caja y el suelo es de 50 N.
¢ Cudl es la fuerza minima necesaria para mover la caja?

Ejercicio 2.7 Dos fuerzas del mismo mddulo, Fy Y Fy se aplican durante un des-
plazamiento 7, con dngulos 01 y 0, respectivamente. Comparar el trabajo efectuado
por ambas fuerzas si:

1. 01 = —0,.

2. 91:%]/92:

SE]

2.3.2. Vectores ortogonales.

Dos vectores son ortogonales si su producto escalar es 0. En el plano y en el
espacio de dimensién 3 es facil comprobar que ésto significa que los vectores son
perpendiculares entre si.

6-520@008920@92%

Ejercicio 2.8 FEstudiar que pares de vectores son ortogonales:
1. @a=(1,2) y b=(-2-1).
2. @a=(1,-1,2) y b=(-2,0,1).
Ejercicio 2.9 Calcular el valor de x para que los siguientes vectores sean ortogo-

nales:

i=(z,—-z—22) y b=(z1,2).

2.4. PRODUCTO VECTORIAL

Mientras que lo visto hasta ahora sirve para vectores en espacios de cualquier
dimensién, el producto vectorial de dos vectores sélo estd definido para vectores de
tres componentes.

Si los vectores @ y b no son paralelos, determinan un plano. El vector producto
vectorial @x b es perpendicular a este plano y su sentido es tal que los vectores @, b
y a X b forman una terna orientada positivamente
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y su modulo viene dado por
Ha x EH = lal HEH sin 6
siendo 0 < 6 < m, el dngulo formado por los vectores @ y b.

Una de las propiedades mds interesantes del producto vectorial es que es anti-
conmutativo, es decir:

|77k
axb= a; az as
b1 by b3

donde 4, j, k sonlos vectores unitarios en las direcciones de los ejes coordenados.

—

Ejemplo 2.8 Calcular el producto vectorial de los vectores @ = (1,1,0) y b =
(0,1,-1)

A .
Solucién. @xb=|1 1 0 |=—i+j+k=(-1,1,1)
01 -1

Ejercicio 2.10 Hallar dos vectores unitarios que sean perpendiculares a los vectores
a=(1,3,-1) yb=(2,0,1).

Ejercicio 2.11 Hallar un vector que sea perpendicular al plano determinado por los
puntos P (1,2,3), Q(-1,3,2) y R(3,—1,2).

2.4.1. El producto mixto

La expresién (d’ X b) - € se conoce como producto mixto. Su valor absoluto (es

un nimero) da el volumen del paralelepipedo de aristas @, b y Cy se puede calcular
facilmente a partir del determinante

ay az as
(am)-a: by by by
c1 C2 C3

Ejemplo 2.9 Hallar el volumen del paralelepipedo generado por OP, OQ y OR,
donde O (0,0,0), P(1,2,3), @(2,1,1) y R(1,1,2).
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— — —
Solucién. OP = (1,2,3),0Q = (2,1,1) y OR = (1,1, 2), por lo que el volumen
1 2 3
serd el valor absoluto del determinante | 2 1 1 | = —2, es decir, el volumen ser4
11 2

2 unidades de volumen.

—_— = =

Ejercicio 2.12 Hallar el volumen del paralelepipedo generado por SP, SQ) y SR,
donde S (3,5,7), P(1,2,3), @(2,1,1) y R(1,1,2).

Los productos escalar y vectorial aparecen constantemente en la ingenierfa y en
la fisica. El trabajo es un producto escalar. También lo es la potencia desarrollada
por una fuerza. El momento y el momento angular de una fuerza son productos
vectoriales. Si se enciende el televisor y se observa el movimiento de los puntos en
la pantalla, este movimiento estd determinado por un producto vectorial. Cualquier
manual de electromagnetismo estd basado en las cuatro ecuaciones de Maxwell: dos
de ellas son productos escalares y las otras dos productos vectoriales.

2.5. APLICACIONES

Los vectores que se usan para caracterizar la posicién de un punto se llaman
vectores de posicion. Los vectores de posicién que parten del origen se conocen como
radio-vectores. Usaremos los radio vectores para caracterizar a las rectas

2.5.1. Rectas en el plano y en el espacio

Partimos de la idea de que dos puntos distintos P y (), determinan una recta 7.
Empezaremos por estudiar las rectas en el plano. Para obtener una caracterizacién
vectorial de la recta elegimos los vectores 7y = OP y U= P—Cj Cualquier otro punto
R de la recta, de coordenadas arbitrarias (z,y), se puede escribir como una suma
de los vectores anteriores

/
5
/)
4 %
P 4
/

3

7/ T
2/

7 |ro — —_— .
, / R=0OP+tv, dondet es un nimero real.
1
Ve

2 3

-1 1
Esta ecuacion vectorial parametriza a la recta al variar ¢t. Podemos escribir estos
vectores en coordenadas; si las coordenadas del punto P son P (xg,yo), entonces

— — — .
OP = (x0,Y0), el vector OR tiene componentes OR = (z,y) y las del vector 7 =
(v1,v2) . Por tanto, la ecuacién anterior se escribe

(z,y) = (0, y0) + t (v1,v2)
Realizando las operaciones e igualando componentes se obtienen las ecuaciones

r = x9+tu;

= Yo+ tvo
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conocidas como ecuaciones paramétricas de la recta. Despejando ¢ en ambas ecua-

ciones e igualdndolas:
;= T—%o Y—Yo
U1 V2

se obtiene la ecuacion cartesiana de la recta.
Haciendo las operaciones ve (z — xg) = v1 (y — yo) =

Az +By+C=0

se obtiene la ecuacion general de la recta, donde A = v9, B = v1 y C = —v9xg+v1Y0.
Finalmente, la ecuacion explicita se obtiene de ésta, sin mds que despejar la y,

Yy=mx+n

-4 ,__C
conm=—%,n=—%.

Esto se traduce literalmente al caso de una recta en el espacio, ya que la ecuacién
vectorial de la recta es la misma, pero se ha de tener en cuenta que, ahora, los vectores
tienen tres componentes.

_— —
OR=0P +tv =
(x,y, 2) = (z0, Yo, 20) + t (v1,v2,v3) =

T =x9+ tv]
= Yy =1yp+tv =
z = 2z9+ tus
tziﬁ—xozy—yozz—zo
U1 V2 U3

Ax+Biy+Ciz+ D1 =0
Aox + Boy + Coz+ Dy =0

Posicion relativa de dos rectas

La posicién relativa de dos rectas se puede estudiar a partir del sistema formado
por sus ecuaciones generales. Veamos primero el caso de las rectas en el plano,
donde hay dos ecuaciones y dos incognitas. Si el sistema es incompatible (rg A = 1,
rg A|B = 2) las dos rectas son paralelas. Si el sistema es compatible y determinado
(rg A = 2) las rectas se cortan en un punto, que es la solucién del sistema. Si el
sistema es compatible pero indeterminado (rg A = rg A|B = 1) las dos rectas se
superponen.

En el caso de dos rectas en el espacio tendremos cuatro ecuaciones y tres in-
cégnitas. Si el sistema es incompatible, las rectas también se cruzan sin cortarse si
rg A = 3, rg A|B = 4; si el sistema es incompatible pero rg A = 2, entonces las dos
rectas son paralelas. Si el sistema es compatible y determinado (rg A = rg A|B = 3),
las rectas se cortan en un punto, que es la solucién del sistema. Si el sistema es
compatible pero indeterminado (rg A = rg A|B = 2), las dos rectas se superponen.
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Distancia de un punto a una recta

Dada una recta r y un punto P (zg, o), exterior a ella, la distancia entre este
punto y la recta viene dada por

siendo @ (7, y) un punto cualquiera de la recta r. En el caso del plano R? la distancia
se calcula a partir del producto escalar del vector v, = (A, B), perpendicular a la

—
recta, y del vector QP, el resultado se escribe

—
d(P,r) = ‘QP'UL‘ _ [Azo + Byo + C]
’ (o] VA2 + B?
En el caso del espacio R?, la férmula de la distancia se puede escribir en funcién
del vector director de la recta, ¥/, utilizando el producto vectorial

7o
d(P,r):W

siendo ) un punto cualquiera de la recta 7.

2.5.2. Planos

Tres puntos que no estén sobre la misma recta definen un plano. Para encontrar
la ecuacién del plano, consideremos un punto P (z, yo, z0) del plano 7 = Az + By +
Cz+ D = 0, del que parte un vector N = (A, B,C) perpendicular al plano, y un
punto cualquiera @ (z,vy, z) del espacio. El punto @ pertenecerd al plano si y solo si
se anula el producto escalar:

- —
N-PQ=0
que, escribiéndolo en términos de las componentes de los vectores se lee:
Az —z0) + B(y—y)+C(z2—2)=0

que da lugar a la ecuacién general del plano:

Ax+By+Cz+D =0

Posicién relativa de dos planos

Si tenemos dos planos en el espacio, de ecuaciones Ajx + Biy+Ci1z+ D1 =0y
Aosx + Boy + Coz + Dy = 0, se pueden estudiar sus posiciones relativas a partir del
estudio de este sistema. Si el sistema es incompatible los planos son paralelos; si es
compatible y el rango del sistema es 2 los planos se cortan en una recta dada por
estas ecuaciones. Si es compatible pero de rango 1, los planos son el mismo.
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Posicién relativa de una recta y un plano

En este caso se tienen tres ecuaciones. Si el sistema es incompatible, la recta y el
plano son paralelos (rg A = 2, rg A|B = 3). Si el sistema es compatible y determinado
(rg A = rg A|B = 3), la recta y el plano se cortan en un punto, que es la solucién
del sistema. Si el sistema es compatible pero indeterminado (rg A =rg A|B = 2) la
recta y el plano se superponen.

Distancia de un punto a un plano

La distancia de un punto P (g, yo, z0) exterior al plano 7 : Az+By+Cz+D =0
viene dada por la férmula

— o
‘QP'N _ |Azg + Byo + Czo + D|
H]\?H VAZ+ B2+ C?

d(P,m) =

siendo @ (z,y, z) un punto cualquiera del plano, y N = (A, B,C) el vector perpen-
dicular al plano .
Distancia de una recta a un plano

Considerando que la recta y el plano son paralelos, se coge un punto cualquiera
de la recta y se aplica la férmula anterior.

Ejercicio 2.13 Hallar un vector que sea perpendicular al plano determinado por los
puntos P (0,1,0), Q(—1,1,2) y R(2,1,—1). Calcular también el drea del triangulo
PQR.

Distancia entre dos rectas que se cruzan

Cuando dos rectas, 71, r9, se cruzan su distancia se calcula a partir del producto
mixto,

donde P (z0,¥0,20) y @ (z1,y1,21) son puntos arbitrarios de las rectas 71 y ro; w
y U son los correspondientes vectores directores.
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TEMA 3

DIAGONALIZACION DE MATRICES

3.1. VALORES Y VECTORES PROPIOS DE UNA MATRIZ.
PROPIEDADES

Consideraremos sélo matrices definidas en los nimeros reales.
Definicién 11 Se dice que A es un valor propio de una matriz cuadrada A si
IFeR", Z#0 | AF¥=)\T

Los vectores T que satisfacen esta ecuacion se conocen como vectores propios de A
asociados al valor propio X. El conjunto de vectores propios asociados al mismo valor
propio genera un subespacio vectorial conocido como subespacio propio asociado
al valor propio \.

Ehﬂz{feRﬂ 740 ) Af:xﬂ
El conjunto de valores propios de A se denomina espectro de A.

Definicién 12 Dada un matriz A, de orden n, se llama polinomio caracteristico
de A al polinomio de grado n

p(A) = |[A— A

3 =2 0

Ejemplo 3.1 Dada la matrizA=| -2 3 0
0 05

Calcular sus valores y vectores propios, asi como una base de cada uno de los
subespacios propios.

Solucién. det(A—A)=| -2 3—-X 0 =0B-ANA=-1)(A=5)

=A=1,5,5
2 =20 T 0
A=1=(A-ADZ=0=| -2 2 0 y |=10|=
0 0 4 z 0
20 — 2y =0 T=y !
:>{ _ :>{ o == 1 | =5==<(1,10) >
4z = z=0 0
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A=5=>A-A)Z=0=[ -2 -2 0 y |=10|=
0 00 z 0
1 0
=>{-22-2Yy=0=>{z=—y=>2=| -1 |, Z2=| 0
0 1

= S)\:5 =< (]., —1,0), (0,0, ].) >

Propiedades

Veremos algunas propiedades de los polinomios caracteristicos

1. Teorema 5 (Cayley-Hamilton) Toda matriz A es raiz de su polinomio car-
acteristico, es decir

p(A4) =0

2. Si A es una raiz de p(z), es decir p(A) = 0, entonces también lo es de cualquier
polinomio de la forma ¢(x) = r(z)p(z).

3. Si Ay A’ son semejantes, es decir A’ = P~' AP, entonces p(A) y p(A’) también
son matrices semejantes p(A’) = P~ip(A)P

4. Sip(z) es el polinomio caracteristico de la matriz A, se puede escribir como
potencias de esta matriz:

p(A)=(-1)"A"+ ...+ a1A+al =0

lo que permite despejar A™ en términos de un polinomio de grado (n — 1).

3.2. DIAGONALIZACION DE MATRICES

Definicién 13 Una matriz cuadrada A es diagonalizable si existe una matriz
invertible P tal que P~YAP es una matriz diagonal D. Se dice que la matriz P
diagonaliza a A.

Teorema 6 Una matriz (n x n) es diagonalizable si, y sdlo si, tiene n vectores
propios linealmente independientes.

La demostracién de este teorema indica que la matriz P estd formada por los
vectores propios de A escritos en columna. La matriz P se conoce como matriz de
Paso.

La matriz diagonal D = P~1AP es aquella que tiene los valores propios en la
diagonal.

3 =2 0
Ejemplo 3.2 Dada la matrizA=| —2 3 0 |. Calcular la matriz diagonal y
0 0 5

la matriz de paso.

@ Pura Vindel - ISBN: 978-84-692-3983-4 30 Fundamentos matematicos de la ingenieria - UJI



Solucién. La matriz de paso estard formada por los vectores propios encontra-
dos en el ejemplo anterior,

1 10 i 10
P=(1-10]|=P'=|3 -3 0|=
0 01 0 01
i 10 3 -2 0 1 10
D=P1AP=| § -5 0 -2 30 1 -1 0 |=
0 01 0 05 0 01
100
=105 0
005

3.3. ORTOGONALIDAD

Definicién 14 Se dice que una matriz () es ortogonal si
Q—l _ QT

Definicién 15 Se dice que una matriz A es diagonalizable ortogonalmente si
existe una matriz ortogonal Q tal que la matriz Q LAQ es diagonal.

La forma de encontrar esta matriz ortogonal es encontrando un conjunto de
vectores propios de A que sean ortogonales entre si y ademds tengan modulo unidad.
Estos vectores se llaman ortonormales.

3 -2 0
Ejemplo 3.3 Diagonalizar ortogonalmente la matriz A= | —2 3 0
0 0 5

Solucién. Ya sabemos que los vectores propios de esta matriz son:

Sh=1 =< (1,1,0) >, Sh=5 =< (1,-1,0),(0,0,1) > . Vamos a comprobar si son
ortogonales:

(1,1,0)-(1,—1,0) =0

(1,1,0)-(0,0,1) =0

(1,-1,0)-(0,0,1) = 0.

Por tanto buscaremos los vectores unitarios, dividiendo las componentes de cada
vector por su médulo.

1 1
(Eaﬁao) 1 1 g I )

1 710 \{i \—/? T \{i \—/?
w0 == 5 F0|=0=|F% 50|
(0,0,1) 0 0 oo

L Lo 3 20\ (7% 50
D=QaQ=| 5 # 0|2 30|l FH F0]|=
0 0 1 0 0 5 0 01
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o ot O
o O O

Ejercicio 3.1 Diagonaliza ortogonalmente la matriz A =

NN
N =~ DN
=N N

El interés de las matrices ortogonales es, entre otros, que representan giros en
el espacio vectorial en el que estdn definidas. No obstante, hay que senalar que no
todas las matrices admiten diagonalizacién ortogonal.

3.3.1. Aplicacién: transformaciones ortogonales en dimensién 2 y 3

Consideraremos aqui las matrices ortogonales sobre espacios de dimensién 2 o 3.
En el caso en el que el determinante de estas matrices sea 41 las matrices repre-
sentan una rotacidn, si es —1 representan una simetria ortogonal, estudiaremos las
rotaciones.

Consideremos una rotacién en el plano f : R? — R?, la matriz asociada a esta

aplicacién f se escribe
cosa —sina
A= .
sina  cosa

donde 0 < a < 7 si se considera el giro positivo y —7m < « < 0 si el sentido de giro es
negativo. En cualquier otra base ortonormal con la misma orientacién que {éi, €2},
la matriz de f no cambia, sigue siendo la anterior.

Ejemplo 3.4 Dada la transformacion ortogonal f : R?> — R? con respecto de la

cosa —sino
) . Obtener

base ortonormal {€}, &>}, cuya matriz asociada es A = .
sina  cosa

—

los vectores i, 7 € R? tales que f (@) =@ y f (V) v.

Solucién. r (i) = Ail =i = ( cosar mama ) ( 1 > - < 1 ) N

sin o cos o U U2

U1 CoOS Q¥ — Ug Sin o = Uy N up (cosa — 1) = ug sin«
w1 sin a + ug cos o = ug ug (cosaw — 1) = —ug sin
Si (cosa— 1) =0 = a =0y cualquier vector cumple esta condicién.

. . - . Ui U2
Si a # 0, dividiendo ambas ecuaciones = — = —— = u% + u% =0.
U2 U1

Luego, el tnico vector que permanece invariante bajo esta rotacién es el vector
nulo @ = (0,0) .

. I cosa —sino v v
f<v>:AU:v:< . )( 1);( 1)$
sin o cos o ) V9

vicosa — vysina = —uy L u (cosa+1) =vesina
v1sina 4+ vo cosa = —us v (cosa+ 1) = —v;sina ’
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Si (cosa+ 1) =0 = a = 7 y cualquier vector cumple esta condicién.

. R . U1 V2
Si a # 7, dividiendo ambas ecuaciones = — = —— = v? + v =0
V2 U1

Luego, el unico vector que cumple esta condicion es el vector nulo 7 = (0,0).

En el caso tridimensional, sea f : R® — R?, la matriz de f en una base ortonor-
mal {e1,€>,e3} correspondiente a una rotacién de dngulo « alrededor de la recta
cuyo vector director es €1, se escribe

1 0 0
A= 0 cosa —sina
0 sina CoSs &
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TEMA 4

FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL

4.1. INTRODUCCION. FUNCIONES DE UNA VARIABLE

Definicién 16 Dados dos conjuntos de niimeros reales, D y D', una funcién f es
una regla que asigna a cada elemento de D un elemento de D'.

Dado un elemento x de D, el elemento y de D' que f asigna a x se conoce como
imagen de z, se suele leer y = f(x), x € D, y € D'. Los niimeros x ey se conocen
como variables, x es la variable independiente e y es la variable dependiente.

4.1.1. Dominio e imagen de una funcién

El conjunto D, donde estd definida la funcién, se conoce como el dominio de la
funcién f. El conjunto de los elementos de D’ que son imagen de algiin elemento
x € D se conoce como conjunto imagen o recorrido de la funcién f.

Ejemplo 4.1 La funcién f (x) = 22 asigna a cada mimero real su cuadrado, que
siempre es positivo, por lo que el dominio de la funcién son todos los nimeros reales

y su recorrido los reales positivos = dom (f) = R, Im (f) = [0, 00).

Ejemplo 4.2 f(z) = \/z + 2 tiene por dominio sdlo aquellos nimeros reales que
hacen que el radicando sea positivo, es decir, x +2 > 0 = x > —2, por tanto
dom (f) = [-2,00), mientras que sus imdgenes siempre son positivas, por tanto

Im (f) = [0,00).
A veces se necesita mas de una regla para definir una funcién, por ejemplo

xz, <0
2c+1 x>0

ro={

es una funcién definida a trozos. Su definicién indica que el dominio son todos los
nimeros reales, pero el recorrido son los reales positivos.
4.1.2. Graficas de funciones de una variable

Si f (x) es una funcién que tiene por dominio el conjunto D, la grafica de f es
el conjunto de los puntos del plano (z,y) tales que z € D e y = f (x). En general,
al dibujarlos se obtiene una curva. Las gréficas de las funciones anteriores son
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-3 -2 -1

z2, :1,'l§()2
f(x)—{ 2c+1 >0

De la representacion geométrica de una funcién surge la pregunta inversa. Dada
una curva en el plano, jcudndo es la grifica de una funcién? Como a cada z del
dominio de la funcién le corresponde una séla imagen, se deduce que una recta
vertical s6lo puede cortar a la curva en un punto si la curva es la grifica de una
funcién, si la corta en méds puntos ya no lo es. Una de las curvas siguientes es la
grifica de una funcién y la otra no, jcuél es cudl?

2ot

Es interesante utilizar un programa de ordenador o una calculadora gréfica para
dibujar las gréficas de funciones que aparecen en este tema y otros posteriores.

4.1.3. Funciones elementales

Los tipos bésicos de funciones que utilizaremos a lo largo del curso serdn fun-
ciones polinémicas, racionales, trigonométricas, exponenciales y logaritmicas. Estas
funciones se denominan funciones elementales. Las repasaremos brevemente.

Funciones polinémicas

Una funcién polinémica es aquella definida por un polinomio de grado n

f(z)=ap+ a1z + asx® + ... + apz"
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donde los coeficientes ag, a1, ag, ..., a, son nimeros reales. El dominio de una funcién
polinémica son todos los reales. Su recorrido depende del grado del polinomio y del
valor de los coeficientes.

Funciones racionales

Una funcién racional es el cociente de dos polinomios

Como la divisién por cero no estd permitida, el dominio de una funcién racional
son todos los reales menos aquellos valores que anulen el denominador, es decir,
dom (f) = R — {raices de Q (z)}.

Ejemplo 4.3 La funcion f (z) = ——— no estd definida cuando 2> —1 = 0 =

)
e —1
x = 1,—1. Luego dom (f) = R — {—1,1}. Al dibujarla se obtienen dos asintotas
verticales en x =1 y x = —1.

20

10

-20

Funciones trigonométricas

Para definir las funciones trigonométricas se ha de utilizar la circunferencia
unidad y la medida de los dngulos en radianes. Las funciones trigonométricas bésicas
son: seno, coseno, tangente y sus inversas respecto del producto: cosecante, secante
y cotangente. Se recuerda que son funciones periddicas, es decir, se repiten cada vez
que se da una vuelta entera a la circunferencia, por lo que se dice que tienen periodo
2m. Sus gréficas son:
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30

o

-20

-30

f(z) =tanz

y sus inversas:

NN EE
Y () ;

-15

f(z) =secx = e

30

20

- -
’6ﬁ TS 2\\4

-20

-30

f(z) =cotx = =

tanx

Noétese que las funciones tangente y secante tienen asintotas verticales en los
valores que anulan el coseno y las funciones cotangente y cosecante tienen asintotas
verticales en los valores que anulan el seno.

Por tanto, el estudio de sus dominios y recorridos nos da:

dom (cosz) = R, Im (cosz) = [—1, 1],
dom (senz) = R, Im (senz) = [-1,1],

dom (tanz) =R — {iw,n =0,1,2,3,....}, Im (tanz) = R.
dom (secx) = R — {iw,n =0,1,2,3,....}, Im(secx) = R.
dom (cscx) = R — {+nm,n=0,1,2,3,....}, Im (cscz) = R.
dom (cotz) =R — {£nm,n=0,1,2,3,...}, Im (cotz) = R.

Funciones exponenciales

La funcién exponencial es f () = e*, siendo e = 2. 718 3... un ndmero irracional.
De su definicién se observa que el dominio son todos los niimeros reales, dom (f) = R,
pero que la imagen siempre es positiva, por lo que Im (f) = (0, 00). Su gréfica es:

@ Pura Vindel - ISBN: 978-84-692-3983-4 38 Fundamentos matematicos de la ingenieria - UJI



fla)=e

y las propiedades més importantes son las de las potencias:

. ea—i—b — eaeb
1

| | e—SC = —
e

m e >0,z€eR

Funciones logaritmicas

La funcién logaritmica es la inversa de la funcién exponencial. Utilizaremos sélo
logaritmos en base natural, es decir, tomando al nimero e como base

loge =y < x=¢eY

lo que nos indica que su dominio son sélo los nimeros positivos, dom (f) = (0, c0),
mientras que Im f = R. Su gréfica es:

y 0 05 1 As—

0 + + t

25T

-7.57

f(z)=logx
Al deducir sus propiedades méds importantes se observa que es una funcién que
transforma multiplicaciones y divisiones en sumas y restas:

» log (ab) = loga + logh
» log 3 =loga —logb

= log(a)’ =bloga
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4.1.4. Algebra de funciones

A menudo, las funciones que estudiaremos serdn combinaciones de las funciones
anteriores. Las combinaciones algebraicas son la suma, diferencia, producto y co-
ciente. Dadas dos funciones reales de variable real f y g, estas combinaciones se
definen como:

suma: [f+g](z)=f(z)+g(z)
diferencia: [f — g] (z) = f (x) — g (x)
producto: [f - g](z) = [ () - g (x)

cociente: [—] (x) =

De estas definiciones se observa que el dominio es la interseccién de los dominios,

es decir, el dominiode f+g, f—g, f- gy ! es dom (f) Ndom (g) . La definicién de
g

f exige ademds que g (x) # 0.
g

Ejemplo 4.4 Estudia los dominios de las funciones siguientes:

f(:c)zi%ﬁ, f@)=e+vz i1, f(z)=alog(z—1)

Solucién. Los dominios y grificas de las funciones son:

domsen (z) =R
1
dom—— =R - {-1
© T4+ 1 =1
asintota vertical en x = —1

= dom f=R — {-1}
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‘ fx)y=e"+vVr+1 ‘

dome* =R
dom+/z +1=[-1,00) } = dom f= [-1,00)

| f(z)=wlog(w—1) |

domz =R 1o
dom (log(z — 1)) = (-1, 00) }:>domf_( 1,00)

asintota vertical en x = 1

= composicién de funiones: otra forma de combinar dos funciones es com-
ponerlas, es decir, a un nimero z le hacemos corresponder un nimero g (z) y
a g (z) le hacemos corresponder el nimero f (g (x)), por lo que podemos decir
que al nimero x le hacemos corresponder el nimero f (g (x)) . Esta nueva fun-
cién se conoce como composicién de fy g: [fog](z) = f(g(x)). El dominio
depende de la funcién que se obtiene.

Ejemplo 4.5 Sean f (z) =22 y g (z) = x + 3, estudia [f o g] y [go f]

Solucién. [fog](z)=f(g(x) =f(z+3)=(z+3)?, dom[fog]=R.
lgo fl(z) =g (f(x)) =g (2®) =2*+3, dom[go f]=R.

Ejemplo 4.6 Sean f (z) =z —1 y g(x) =222 + 1, estudia [fog] y [go f]

\/_Solucic‘)n. [fogl(z) = f(9(x) = f(222+1) = V222 +1-1 = V22?2 =
2x,

dom [f o g] =R. ,
lgofl@)=g(f(x)=g(Vz—-1)=2(Vz-1)"+1=2(x—1)+1=2z—1,

dom[go f]=R

4.1.5. Limite de una funcién en un punto

Los limites no sélo son importantes en el cdlculo, sino que sin limites el calculo
no existirfa. Cualquier nocién de cdlculo es un limite en uno u otro sentido.

Dada una funcién f definida cerca de un nimero zy (aunque no necesariamente
en zg), decimos que L es el limite de f (x) cuando z se acerca a x (z tiende a xg),
v lo denotamos como

lim f(x) =1L,

Tr—T0

si, y s6lo si, los valores de f (x) se aproximan (tienden) a L a medida que los valores
de z se acercan (tienden) a x.
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Ejemplo 4.7 lfm (2% —z+1) =17 - 14+1=1
xr—

2 _

Ejemplo 4.8 Sea f (x) = x 3
o

estd en cualquier valor cercano a 3, entonces:

lim f (z) = lim E+3)@=3)

r—3 r—3 Tz —3

, aunque f (z) no estd definida en x = 3, st que lo

zliné(a:—i—?))zﬁ.

Los niimeros cercanos a xg se dividen en dos clases, los que estdn a la izquierda
y los que estdn a la derecha, se definen los limites laterales como:

lim f (x), limite por la izquierda, indicando que x se acerca a xy con valores
T—T
menores que xg; y

lim f(x), limite por la derecha, indicando que x se acerca a xg con valores
x—>l'g
mayores que xg.

Corolario 4 lim f (z) = L si, y sdlo si, los limites laterales coinciden y valen L,
xr—x0

es decir,
lim f(z)= lim f(z)=L

xﬂxa X
La definicién precisa de estos conceptos es:

Definicién 17 Sea f una funcion definida al menos en un intervalo de la forma
(xo — p,xo +p), con p > 0. Entonces

lim f(x)=1L

T—x0
si, y solo si, para cada € > 0 existe un § > 0 tal que si |x —xg| < J, entonces
[f(z) =L <e.

Por ejemplo, se observa que la funcién a trozos definida anteriormente

z2, z<0
f(a:)—{ 204+1 >0

no tiene limite en 0 ya que los limites laterales no coinciden:

1 = lim 22 =
Jim £ (2) = lim 2* =0,

lim f(x):ill%(Zx—i—l):Z-O—i—l:l.

z—0t

El célculo de limites nos permite dibujar las asintotas verticales de una funcién.

Por ejemplo, al dibujar la funcién f (z) = 332171 se observaban dos asintotas verticales
enz =1y x = —1. Al calcular los limites de la funcién en estos puntos se obtiene:
, 1 1 , 1 1
lim = - =00, lim = — = 00,
rz—1 ,CL'Q —1 0 r——1 [L‘2 —1 0

estos limites no existen pero se suelen denotar como oo, lo que indica que la funcién
se acerca a oo. Al calcular los limites laterales vemos el signo de este infinito:

. 1 . 1 . 1 . 1
lim — = —0o0, lim — =00, lim — =00, lim — = —00
z—1- 2% —1 z—1+t x4 —1 z——1— 2 —1 z——1t 2= —1

lo que concuerda con la grifica obtenida.

Algunos resultados importantes sobre limites son:

@ Pura Vindel - ISBN: 978-84-692-3983-4 42 Fundamentos matematicos de la ingenieria - UJI



Teorema 7 El limite de una funcidn en un punto, si existe, es unico.

Teorema 8 Si lim f(x) =L y lim g(x) = M entonces:

T—To T—T0

1. lim [f(x)+g(x)] =L+ M.

T—T0

2. lim [a- f(x)] = aL, siendo a un nimero real cualquiera.
T—TQ

3. lim [f(x)g(x)] = LM.

T—T0

[ f@)) L
4. xlgélo [g(m)]_ﬂ’ st M # 0.

Como se ha comentado, la nocién de limite permite obtener las definiciones del
calculo. Si tenemos uns funcién f (x) definida en un intervalo I, una recta secante
a ella es una recta que la corta en dos puntos; supongamos que la corta en los

puntos (x, f(z)) v (zo, f (z0)), la pendiente de la recta secante viene dada por
_ S~ f@o) o .
Mgee = —————=. Si hacemos que x se aproxime a zy entonces la secante se
Tr — X0
aproxima a la recta tangente (aquella que toca a la curva en un tinico punto), por

tanto, la pendiente de la recta tangente es:

i L@ = F (@)
mig = lim

T—To T — Tg

sl existe este limite.

Ejemplo 4.9 Calcular la recta tangente a la curva f(x) = x? + 4 en el punto
z=-—1.

Solucién. Siz = —1 la recta tangente pasa por el punto (zo, f (z0)) = (—1,5);
su pendiente se calcula como el limite

, x> +4-5 a2 —1
m = lim = lim =
r——1 z+1 z——1 x4+ 1
1 —1
T Ch e Al
. z——1 r+1
' = lim (z—1)=-2,
‘ ‘ 0 ) ‘ z——1
-25 -1.25 0 1.25 25 —
25 recta tangente: y—5=-2(+1)

4.1.6. Continuidad

Mientras que para calcular el limite de una funcién en un punto no es necesario
que la funcién esté definida en dicho punto para estudiar la continuidad de una
funcién en un punto si que es necesario que esté definida en ese punto.

Definicién 18 Sea f una funcion definida en un intervalo abierto (xog — h,xo + h),
h > 0. Decimos que f es continua en xy si y solo si

lim £ () = f (x0)
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Si f no es continua en un punto es discontinua en ese punto. Hay tres tipos de
discontinuidad:

» discontinuidad evitable. Si existe lim f (z) pero es distinto de f (x¢).
T—T0

» discontinuidad de salto. No existe lim f(x), es decir, los limites por la
T—T0

derecha e izquierda no coinciden, pero son nimeros reales.

» discontinuidad infinita. No existe lim f (z), y alguno de los limites laterales
T—xQ

es infinito.

2 L] 3

5

1 2 3 4 -1.5 -1 -0.5 0.5 1

Discontinuidad evitable , Discontinuidad de salto

-1

-2

Discontinuidad infinita

Si f es continua en todos los puntos de un intervalo, se dice que es continua en
ese intervalo. Intuitivamente, f es continua si se puede dibujar sin huecos ni saltos.

Definicién 19 Se dice que una funcion f (z) estd acotada superiormente por un
nimero S si, y sélo si, f(x) < S para todo x del dominio de la funcion. Se dice que
una funcion f (x) estd acotada inferiormente por un nimero s si, y sélo si, f (z) > s
para todo x del dominio de la funcion. Se dice que una funcion f(x) estd acotada
si estd acotada inferior y superiormente.

Hay dos propiedades fundamentales de las funciones continuas:

Teorema 9 (del valor intermedio) Si f es continua en un intervalo [a,b], y k es
un nuimero entre f (a) y f (b), existe al menos un nimero c € [a,b] tal que f (c) = k.

Teorema 10 (de los valores extremos) Si f es continua en un intervalo [a,b].
Entonces:

1. f estd acotada en [a,b].

2. f alecanza un valor mdximo M y un valor minimo m en [a,b] .
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4.2. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Trabajaremos con funciones definidas en el plano y en el espacio y veremos
cémo ampliar lo estudiado para funciones de una variable a funciones de dos y tres
variables. Empezaremos con funciones escalares.

Si D es un conjunto no vacio del plano R?, una regla f que asigna un niimero
real f (z,y) a cada punto (z,y) de D se llama funcién real de dos variables. Al igual
que en el caso de funciones de una variable, el conjunto D se conoce como dominio
de f y el conjunto de los valores reales f (z,y) se conoce como imagen de f.

Ejemplo 4.10 Sea D = {(x,y) |2® + y* < 1}, el disco unidad.
A cada punto de D le asignamos el nimero f (z,y) = /1 — (22 + y?),
Im f =10,1].

De forma analoga, si D es un conjunto no vacio del espacio R?, una regla f que
asigna un numero real f(z,y,z) a cada punto (z,y,z) de D se llama funcién real
de tres variables. El conjunto D se conoce como dominio de f y el conjunto de los
valores reales f (x,y, z) se conoce como imagen de f.

Ejemplo 4.11 Sea D = {(x,y, 2) |22 + 3 + 22 < 1}, la esfera unidad.
A cada punto de D le asignamos el mimero f (x,y,z) = /1 — (22 + y2 + 22),
Im f = [0,1].

Las funciones de varias variables son esenciales en muchos problemas importantes
de la ciencia, la ingenieria, la economia, etc., ademds de surgir de forma natural en
matemadticas. De hecho, la mayor parte de los problemas reales implican funciones
de varias variables:

z,y) = /x? + y2, distancia del punto (z,y) al origen.

x,y) = zy, area del rectdngulo de dimensiones x e y.

x,y,2) = /22 + y? + 22, distancia del punto (z,y, z) al origen.

f(

(

(z,y) =2 (x +y), perimetro del rectdngulo de dimensiones z e y.

(

(z,y, z) = xyz, volumen del paralelepipedo rectangular de dimensiones z, v,

f
f
= f
f
z.

f(z,y,2) =2 (xy + zz + yz) , superficie del paralelepipedo rectangular de di-
mensiones x, Y, 2z

El célculo del dominio y la imagen de funciones de dos y tres variables puede ser
bastante complicado. No se suelen dar de forma explicita, se sobreentiende que es el
conjunto de puntos en los cuales tiene sentido la definicién de la funcién, se ha de
tener en cuenta las reglas ya conocidas para funciones de una variable.

Ejemplo 4.12 El dominio de la funcion f (z,y) = es todo el plano Ty menos

los puntos donde se anula el denominador, x = y, es decir, menos la recta y = x,
dom (f) = R? — {(z,y) € R? =z = y}.

Aligual que antes, se dice que una funcion estd acotada si su imagen estd acotada.

@ Pura Vindel - ISBN: 978-84-692-3983-4 45 Fundamentos matematicos de la ingenieria - UJI



4.2.1. Graficas de funciones de dos variables. Curvas de nivel

Dada un funcién de dos variables f (z,y) definida en un subconjunto D del plano
xy, entendemos por grifica de f a la grafica de la ecuacién z = f (z,y) . Por ejemplo,
la grafica de la funcién z = f (x,y) = 22 + 32, cuyo dominio es todo el plano, es un
paraboloide:

2= f(@y) =+

En la préctica, una funcién de dos variables es dificil de dibujar y, a menudo,
dificil de interpretar aunque consiga trazarse. Veremos, no obstante, un método que
se utiliza para elaborar mapas. Para representar terrenos montanosos se dibujan cur-
vas que unen los puntos de la misma altura. Una coleccién de tales curvas, rotuladas
apropiadamente, da una buena idea de como varia la altitud de una regién.

Se puede hacer lo mismo para representar funciones de dos variables, es de-
cir, dada una funcién f (z,y) dibujaremos las curvas para valores de z constante,
f (z,y) = ¢; a estas curvas se le conocen como curvas de nivel de la funcion f. Cada
una de estas curvas estd en el plano z = ¢, por lo que después se proyectan todas en
el plano zy, tal y como se ve en la figura:

Un ejemplo més complicado es la representacién del < <sombrero>>,
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T
i

curvas de nivel Curvas de nivel en el plano zy

No obstante, se recomienda la utilizacién de los programas de ordenador para
dibujar las superficies.

4.2.2. Funciones de tres variables. Superficies de nivel

Las funciones de tres variable, V' = f(x,y,z2), no se pueden dibujar, ya que
se necesita un espacio de cuatro dimensiones. No obstante, se puede estudiar el
comportamiento de estas funciones y también dibujar las superficies de nivel, es decir
aquellas superficies para las que la funcién toma un valor constante, f (z,y, z) = c. El
dibujo de estas superficies es, en general, dificil; veremos algunos ejemplos sencillos.

Ejemplo 4.13 Para la funcion f (z,y,z) = Az + By + Cz las superficies de nivel
son los planos
Arx+By+Cz=c
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Superficies de nivel 2x +y+ 2z =c¢

Ejemplo 4.14 Para la funcion f (z,y,2) = /22 + y? + 22, la superficies de nivel
son las ésferas concéntricas

Superficies de nivel % + y? + 2% = ¢2, para z > 0.
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TEMA 5

CALCULO DIFERENCIAL

5.1. DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO.
INTERPRETACION GEOMETRICA

Definicién 20 Sea y = f (z) una funcion. Si existe el limite y es finito

f,(mO):% ) :%%f(xo—i_hz_f(xO)

se conoce como la derivada de la funcion en el punto xg.

Del tema anterior se observa que coincide con la pendiente de la recta tangente
a la funcién en el punto x = x. Por tanto, la ecuacién de la recta tangente a una
funcién en un punto x = xg se escribe

y — f (x0) = f' (20) (x — x0)
En general, la derivada de una funcién es:
dy

Py W L) @

dx h—0 h

Recordemos las derivadas de las funciones elementales:
s La derivada de una constante es cero.
» Si f(z) = 2" entonces f' (z) = nz" !, siendo n un niimero real no nulo.

» Si f(x) =senz entonces f’ (z) = cosz.

» Si f(x) = cosz entonces f’ (z) = —senz.
1
| | 1 = t t / [
Si f (z) = tanx entonces f’ () p—

» Si f(x) = e” entonces [ (z) = €.

» Si f(x) =logx entonces f'(x) = l
T

Veamos qué sucede al combinar estas funciones.
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5.2. CALCULO DE DERIVADAS

Estudiaremos las propiedades que cumplen las derivadas cuando las funciones
son combinaciones de las funciones anteriores.

5.2.1. Derivadas de suma, producto y cociente de funciones

Las combinaciones algebraicas son la suma, diferencia, producto y cociente.
Dadas dos funciones reales de variable real f y g, la derivada de estas combina-
ciones es:

La derivada de una suma es la suma de las derivadas:
f+gl@) =f(@)+g@) =>[f+g' (@) =[(2)+d ().

» diferencia: [f — g]' (z) = f' (z) — ¢’ (o).

» Si C es una constante [C'f] (z) = Cf (z) = [Cf] () = Cf ().

La derivada de un producto y de un cociente de funciones cumplen reglas m&s

complejas.
= producto: [f - g]' (z) = f'(z) - g (z) + f (z) - ¢' (2).
o ] oy @) 9@) = f (@) o (@)
5] @ 97

Donde hemos supuesto que todas las funciones son derivables, y que [g (z)] # 0
en el caso de la funcién cociente.

Ejemplo 5.1 Calcular la derivada de:

1 sen
1 —secz = o (z) = .
f (@) =secx CoS T @) cos?
1 —CosT
2 = = = f'(z) = .
f(z) =cscx sen x (@) sen? x
22— 2 gp—22 _9
3. f(2)= == f () = 2

)

5.2.2. Derivada de la funcién compuesta. Regla de la cadena

Cuando una funcién es una funcién compuesta, es decir, depende de una funcién
que, a su vez, depende de la variable respecto de la cual estamos calculando la
derivada, f (g (x)), la derivada sigue la llamada regla de la cadena:

Teorema 11 Si g es derivable en x y f es derivable en g (x), entonces la funcion
compuesta f o g es derivable en x y su derivada es:

L g@) =g @) g @

Ejemplo 5.2 Calcular la derivada de:
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Il
w0
@}
=)
[\]
8
%
&
I
[\]
wn
(@]
B
&
(@)
o
wn
8

5.2.3. Derivacion implicita

Hasta ahora hemos visto cémo se calculaban las dervadas donde la funcién de-
pendia explicitamente de la variable, es decir, y = f(x). Veamos cémo derivar
ecuaciones donde ambas variables aparecen relacionadas de forma implicita y, en
general, no se puede despejar y en funcién de x.

Ejemplo 5.3 Calcular la derivada de y en la ecuacion:
2xy—y3+1 =x+2y

Solucién. Derivamos a ambos lados de la igualdad, aplicando las reglas cono-
cidas y despejamos:

2y +2xy — 3%y =1+ 2y = 2y + 22/ — 3%y =1 -2y =

1—2y

(=242 -3 =1—-2y=>¢y/ = ——— =% .
v (2420 - 3y7) Y7 = T or — 32

Ejemplo 5.4 Calcular la derivada de y en la ecuacidn:
cos (z —y) = (22 +y)°

Solucién. Derivamos a ambos lados de la igualdad, aplicando las reglas cono-
cidas y despejamos:

—sen(z—y)(1-y)=3Q2c+y)*(2+y) =

—sen (z —y) +sen(z —y)y =32z +y)?2+3 2z +y)?y =
sen (z —y)y — 32z +y)*y =62z +y)* +sen (z — y) =
(sen(:n—y)—3(2$+y)2)y’:6(2m+y)2+sen(:ﬂ—y):>

, 6(2m+y)2—|—sen(a:—y)

sen (z —y) — 3 (2z +y)?

5.3. APLICACIONES
5.3.1. Crecimiento y decrecimiento de funciones

Definicién 21 Decimos que una funcion f es:
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intervalo, T1 y xo
r1 <z2 = f(21) < f(22).

2. decreciente en un intervalo I si, y solo si, para dos nimeros cualesquiera del
intervalo, r1 y T2

1 <z = f(21) > [(22).
Veamos como se traduce en términos de derivadas:
Teorema 12 Sea f una funcion diferenciable en un intervalo abierto I.

1. Si f' >0 para todo x en I, = [ es creciente en I.
2. Si f' <0 para todo x en I, = f es decreciente en I.

3. Si f' =0 para todo x en I, = [ es constante en I.

5.3.2. Cédlculo de maximos y minimos

En muchos problemas de ingenierfa, fisica o economia es importante determinar
cuén grande o cudn pequena puede llegar a ser una determinada magnitud. Si el
problema admite una formulacién matemética, a menudo se reduce a calcular los
méximos y minimos de una funcién.

Definicién 22 Sea f una funcion diferenciable en un intervalo abierto I.

1. Diremos que f tiene un mdximo local en c si, y sdlo si, f (¢) > f(x) para todo
T cercano a c.

2. Diremos que f tiene un minimo local en c si, y sdlo si, f (c¢) < f(x) para todo
x cercano a c.

Los mdximos y minimos locales de f se llaman extremos locales.
Para calcularlos utilizamos las derivadas.

Teorema 13 Sea f una funcién diferenciable en un intervalo abierto 1. Si f tiene
un mdximo o un minimo local en ¢ € I entonces

f'(e)=0 o0 f'(c) no existe.
Definicién 23 Dada wuna funcién f. Los puntos ¢ donde
f'(e)=0 o0 f'(c) no existe
se llaman puntos criticos de f.
Veamos como clasificar estos puntos mediante derivadas.

Teorema 14 (Criterio de la derivada primera) Sea ¢ un punto critico de f y
f es continua en c. Si existe un nidmero positivo d tal que
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1. f'(z) > 0 para todo x € (c—0d,c) y f'(x) < 0 para todo z € (c,c+79),
entonces f (c) es un mdzximo local de f.

2. f'(z) < 0 para todo © € (c—4d,¢) y f' () > 0 para todo © € (c,c+ ),
entonces f (¢) es un minimo local de f.

3. f'(x) tiene el mismo signo para todo x € (¢ —d,¢) U (¢,c+6), entonces f (c)
NO es un extremo local de f.

Teorema 15 (Criterio de la derivada segunda) Supongamos que f'(c) =0 y
que existe f (¢), entonces

1. Si f"(c) >0, entonces f (c) es un minimo local de f.

2. Si f"(c) <0, entonces f(c) es un mdzimo local de f.

Definicién 24 (Extremos absolutos) Diremos que d es un mdximo absoluto de
f si, y sdlo si,
f(d)> f(z) para todo x del dominio de f.

Diremos que d es un minimo absoluto de f si, y sdlo si,
f(d) < f(x) para todo x del dominio de f.

Teorema 16 (de los valores extremos) Dada wuna funcion f continua en un
intervalo cerrado y acotado [a,b], entonces

1. f estd acotada en [a,b], y

2. f alcanza su valor mdximo (absoluto) M y su valor minimo (absoluto) m en
[a,b] .

5.3.3. Concavidad y puntos de inflexién

Definicién 25 Sea f una funcion diferenciable en un intervalo abierto I. Se dice
que su grifica es:

1. concava si, y solo si, f' es creciente en I.
2. conveza si, y sélo si, f' es decreciente en I.

3. tiene un punto de inflexion en c € I si existe un nidmero positivo § tal que la
grifica es concava en (¢ — 6,¢) y convera (c,c+9d), o viceversa.

Teorema 17 Sea f una funcion dos veces diferenciable en un intervalo abierto I.

1. Si f"(z) > 0 para todo = de I, entonces [’ es creciente en I y la funcion es
concava en 1.

2. Si f"(x) <0 para todo x de I, entonces f' es decreciente en I y la funcion
es convexa en I.

3. Si(c, f(c)) es un punto de inflexion, entonces

f"(c) =00 f"(c) no existe.
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5.3.4. Teorema del valor medio

El teorema del valor medio fue enunciado por primera vez por el matematico
francés Joseph Louis Lagrange (1736-1813); actualmente estd presente en toda la
estructura tedrica del céalculo.

Teorema 18 (del valor medio) Si f es diferenciable en el intervalo (a,b) y con-
tinua en |a,b], existe al menos un nimero ¢ € (a,b) para el que se verifica

f(b) = f(a)

o) ==

2 _

/

= F0) - £ (@

Obsérvese que el nimero )
—a

es la pendiente de la recta que pasa

0.5 por los puntos A (a, f (a)) y B (b, f (D).

0.5 1 1.5 2

Por tanto el teorema del valor medio nos dice que existe al menos un punto
C(c,f(c)), en el que la recta tangente a la curva y = f (z) es paralela a la recta
secante que pasa por los puntos AB.

5.3.5. Trazado de curvas

Veremos ahora cémo dibujar curvas algo complicadas sin necesidad de ir marcan-
do un punto tras otro. Para ello recopilaremos la informacién que podemos obtener
de lo visto hasta ahora. Veamos el procedimiento a seguir:

1. Dominio de la funcién f : determinar el dominio; determinar las asintotas ver-
ticales; estudiar el comportamiento de f cuando x — 4oo; hallar las asintotas
horizontales.

2. Calcular los puntos de interseccién con los ejes coordenados.
3. Estudiar la simetria y periodicidad de la funcién.

4. Calcular f’. Determinar los puntos criticos y estudiar si son maximos o mini-
mos. Estudiar f’ para ver si la funcién es creciente o decreciente.

5. Calcular f”. Determinar los puntos de inflexién. Estudiar f” para ver si la
funcién es céncava o convexa.

6. Dibujar los puntos de interés en un bosquejo preliminar: puntos de interseccion,
puntos extremos (méximos y minimos) y puntos de inflexién.

7. Dibujar las asintotas.

8. Finalmente, dibujar la grafica uniendo los puntos de nuestro dibujo prelim-
inar, teniendo el cuenta toda la informacién recopilada anteriormente para
garantizar que la curva es dibujada de la manera apropiada.

Estudiemos algunos ejemplos representativos de funciones.
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Ejemplo 5.5 Dibujar la grifica de la funcion f (z) = ta* — 222 + %.
Solucién. Aplicaremos los distintos pasos:

1. La funcién f(z) = 22* — 22% + % es un polinomio, su dominio son todos los
reales R, dom f = R. No tiene asintotas. Veamos su comportamiento en el
infinito:

1 7 1 7
xll:IElOO (Z:LA — 222 + 1) = 00, lim 1 (:v4 —22% + Z) = 00.

2. Puntos de corte. z = 0= f(0) =1 = (0,%).

3. y=0=>0=%334—2m2+%:> (m2:2) :>O:%22—22—|—£,:>
z=1T=22=1,T=c=41,+/7T=
(=V7,0),(-1,0), (1,0) (v/7,0)

4. Simetrias: f(—z) = %(—:{:)4 —2(—xz)* + T=224 22241 = f(2), es
simétrica respecto del eje vertical.

No es periédica al no ser trigonométrica.

5. Estudio de la derivada primera: f (z) = 2% — 222+ I = f/(2) = 2° — 4u,

f'(x) =2% -4z =2 (22 — 4) = 0=z = 0, £2, puntos criticos de la derivada.
Veamos su signo:

Siz<-2= (22-4)>0yz<0=2(22-4) <0= f(2) <0= f(x)
es decreciente.

Si—2<z<0=(22-4)<0yz<0=>z(2*-4)>0= f'(z)>0=
f(z) es creciente.

Sio<z<2=(22-4)<0yz>0=z(z*-4)<0=f(2) <0= f ()
es decreciente.

Siz>2= (22-4)>0yz>0=2z(22—4)>0= f'(z) >0= f(z) es

creciente.
Por tanto, los puntos * = —2 y = 2 son minimos, ya que la funcién pasa
de decreciente a creciente; x = 0 es un méximo ya que pasa de creciente a
decreciente.

6. Estudio de la derivada segunda: f' (x) = 2® — 4z = f () = 322 — 4
2
\/ga

2 2 2
Siz < ———== f"(x) <0 porloque f(x)es comcava, si ——= <z < —= =

V3 V3 V3

2
f" (z) > 0 por lo que f(z) es convexa; si & > — = f”(z) < 0 por lo que

V3

puntos de inflexién f” (z) =0=322> -4 =2 =+

f (z) es coéncava.

Comprobemos los méximos y minimos utilizando el criterio de la derivada

segunda:
" (0) = —4 = 2 = 0 es un mdximo.
f"(—2) =8 = x = —2 es un minimo.

f"(2) =8 = x =2 es un minimo; tal y como habfamos obtenido .
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7. Calculemos los puntos mads representativos en una tabla de valores:

| e [l vIVT ]2 2 -G
[ f@ 3] o JoJofof-3[-%]-5%]-%]

8. Finalmente, dibujemos estos puntos y la funcién, teniendo en cuenta todo lo
calculado hasta ahora.

flz)=at —22% 4 7

x2—4
23

Ejemplo 5.6 Dibujar la grifica de la funcion f(x) =
Solucién. Aplicaremos los distintos pasos:
1. Dado que es una funcién racional, su dominio seran todos los reales menos los

niimeros que anulan el denominador, 22 = 0 = z = 0, luego dom f = R —{0}.

Este valor coincide con las asintotas verticales:

z2—4 —4 ) .
= F = 00 = x = 0 es una asintota vertical.

lim 3
z—0 X

y estudiaremos los limites laterales para ver su comportamiento:

o2 —4 = PR R -
lim T = — =, lim T =T =-
r—0— xX — r—0Tt T +
Veamos el comportamiento de la funcién en el infinito
o2 —4 4+ o2 —4 o+
lim =— =0, lim =—=0
r——o00 3 — o0 3 =+

Tiene una asintota horizontal en y = 0, para coy —oo.

2. Puntos de corte. x = 0 = No existe, hay una asintota vertical.

2 _
y=0=—7—=0=>2==+2=(-2,0), (2,0)
x
2 2 2
—x)° —4 —4 —4
3. Simetrl’as:f(—x):( 2) _Z =z = —f(x).

Es simétrica respecto del origen.

No es perddica al no ser trigonométrica.
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4. Estudio de la derivada primera:

24 212
f@) =" = 0)= -

Puntos criticos f/(z) = 0= 22 — 12 =0= x = +2/3.

1
i (—2\/5) = %\/g >0 =z = —2v3 es un minimo;

1
i (2\/5) = —%\/3 < 0=z = 2V/3 es un méaximo.

< —2v3, f' () < 0= f(x) decreciente;
~2v/3 <2 <0, f'(x) > 0= f(x) creciente;
0<z<2V3, f(x)>0= f(z) creciente;
x> 23, f'(x) < 0= f(x) decreciente.

z? — 24
5
f"(x) =0 = 2% - 24 =0 = x = £2/6 puntos de inflexién.

z < —2v6, f" () < 0= f(x) convexa;
—2V6 <z <0, f"(x) >0= f(x) concava,
0<2z<2v6, f"(z) <0= f(z) convexa;
x> 216, f'(v) > 0= f(z) concava.

5. Estudio de la derivada segunda: f” (z) = 2

i

6. Calculemos los puntos més representativos en una tabla de valores:
& [ 26 [ 2V6 [ 2V3 [ 23 [ 22
[ F@) | -%V6 ] 5V6[-5v3[5v3] 0 [0]

7. Finalmente, dibujemos estos puntos, las asintotas y la funcién, teniendo en
cuenta todo lo calculado hasta ahora.

PR

-20

Ejemplo 5.7 Dibujar la grifica de la funcion f(z) = sen2x — 2senz.

Solucién. Aplicaremos los distintos pasos:
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1. Dado que es una funcién trigonométrica y no tiene denominadores, su dominio
seran todos los reales, luego dom f = R.. Puesto que la funcién seno es acotada,
esta funcién también lo es. No tiene asintotas.

2. Puntos de corte. t =0 = f(0) =sen0 —2sen0 = 0,
f(z)=0=sen2x —2senz =
2senzcosx —2senz = 2senx (cosz — 1) =0 =

senx=0=2x==4kr, £k=0,1,2,..
cosx=1=x=+2knr, k=0,1,2,...

3. Estudiemos su simetria: f (—z) =sen2(—z)—2sen (—x) = —sen2z+2senz =
—f (x), es simétrica respecto del origen.
Veamos su periodo: f(x+7T) = f(x) = sen2(x+T) — 2sen(x+T) =
sen (2z + 2T) —sen (z + T') = sen 2z — sen z, dado que la funcién seno es 27—
periddica, sen 2x tiene periodo 7 y sen x tiene periodo 27, por lo que el periodo
es 2.

4. Estudio de la derivada primera: f (x) = sen2x — 2senx =

' (z) =2cos2x —2cosx = f'(x) =0=

2cos2x — 2cosx :2(cos2x—sen2x) —2cosx =

:2(20082—1) —2cosxr =0=

1£VI+8 1+3 1

2cos? x — —1= = =1,-=
cos“x —cosx 0= cosx 1 1 , 2:>
cosr=1=x=42knr, £k=0,1,2,..

1 2 4
cosm:—§:>x:§:|:2k7r, %i%w, k=0,1,2,..

Estudiemos la derivada segunda para ver donde estan los méximos y los min-
imos, dado que la funcién es periédica, nos limitaremos al intervalo (0, 2m)

2
f"(x) = —4sen2zx + 2senx = f” (%’r) =3V3, z= g es un minimo;

47
1 (%’r) =-3V3 z= ~ esun maximo.
17(0,27) = 0, por lo que se han de estudiar las derivadas siguientes para ver
el ciracter de los puntos z = £2k.
1" (x) = —8cos2x + 2cosx = f"(0,2r) = —6 = = = 0,27 son puntos de
inflexién.
Dado que la funcién es continua, crece entre minimo y méximo consecutivos
y decrece entre maximo y minimo consecutivos; es decir, en el intervalo [0, 27]

. 27 47 . 27 4w
es decreciente en 0,? y ?,271' y creciente en 503 )

5. Puntos de inflexién: f” (z) =0
—4sen2x + 2senx = —8senxcosx + 2senx =
=2senz (—4cosx+1)=0=
{senx:0:>a:::tk7r, k=0,1,2,...

1 1
CosT = 1 = :arccosz ==41.3181 £ 2kw, £=0,1,2,...
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La funcién es convexa en (0,1.3181) y (

m,4.9651) y concava en (4.9651, )
y (4.9651,27).

6. Calculemos los puntos maés representativos en una tabla de valores
27
‘ T ‘O‘W‘Qﬂ" 5 ‘ — ‘—1.3181‘ 1.3181 ‘
| f@]o]o] o] g\/_|3\/_| 1.4523 | —1.4523 |
7. Finalmente, dibujemos estos puntos y la funcién. Puesto que la funcién es per-
iédica, se puede repetir lo obtenido en un periodo para ver la funcién completa
2
1
4 5 6 4 6
-1
-2

f(x) =sen2x — 2senx
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TEMA 6

DERIVADAS DE FUNCIONES DE VARIAS
VARIABLES

Recordemos que una funcién de dos variables no es méds que una regla f que
asigna un nuimero real f (z,y) a cada punto (z,y) de D, siendo D un conjunto no
vacio del plano zy. O del espacio, si la funcién es de tres variables f (z,y, z).

6.1. DERIVADAS PARCIALES: DEFINICION E INTERPRETACION
GEOMETRICA

Las derivadas parciales son las obtenidas al mantener constantes en una fun-
cién todas las variables independiente excepto una, y derivar respecto de ésta. Las
derivadas parciales también se definen a partir de limites e implican que la funcién
debe ser continua en el punto donde se deriva, pero dada la dificultad de calcular
limites de funciones de méas de una variable, nos limitaremos a trabajar con funciones
continuas y usaremos las reglas de derivacién para su calculo.! Las notaciones ha-
bituales son, para una funcién z = f (z,y)

of _
or

of
fac, a_y—fy

Ejemplo 6.1 Calcular las derivadas parciales respecto de x e y, de la funcion

f(z,y) =100 — 2* — y°

SOluCién. ? = fx — —21" % —

x oy fy==2

Ejemplo 6.2 Calcular las derivadas parciales respecto de x ey, de la funcion

f(z,y) :exln(:c2+y2+1)

» o 2ze”
Solucién. a_i:fx:emln($2+y2+1)+m2+y2+1'
of 2ye”

il A

dy 2 +y?+1

El procedimiento es el mismo para funciones de tres o méds variables, por ejemplo.
Ejemplo 6.3 Calcular las derivadas parciales respecto de x, y, z, de la funcion

f(z,y,2) =2y +zz+yz

!Se puede encontrar una definicién precisa de las derivadas parciales en cualquier libro de
célculo de varias variables. Véase el libro de R. I. Larson, R. P. Hostetler, B. H. Edwards, Cdlculo
y geometria analitica, McGraw-Hill (1989), por ejemplo.
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of _
oy

0
fy=a+2, a—ic:fz:vay-

Solucién. g = fe=y+ 2z,
ox

Ejemplo 6.4 Calcular las derivadas parciales respecto de x, vy, z, de la funcion
fla,y,2) =1+y* +22°

of ., _ of _, _
R

La interpretacién geométrica de las derivadas parciales de funciones de dos varia-

bles es andloga a la de una variable. La funcién z = f (z,y) representa un superficie
en el espacio, y una curva es la interseccién de dos superficies.
of

ox
(w0,y0)
proporciona la pendiente de la recta tangente a la curva, definida por la superficie

z= f(x,y) y el plano y = yp, en el punto (zo, yo, f (%0, v0)) -

Solucion. % = f, =0,
ox

Por tanto, la derivada parcial de f respecto de x en el punto (z, yo) , ,

of

Asimismo, la derivada parcial de f respecto de y en el punto (zg,yo), =— ,

(w0,y0)
proporciona la pendiente de la recta tangente a la curva, definida por la superficie

z= f(x,y) y el plano z = ¢, en el punto (xo, yo, f (0,%0)) -

Ejemplo 6.5 Calcular la ecuacion de la recta tangente a la curva definida por la
grifica de la funcion f (z,y) = 10 — 22 — y? y el plano y = 2, en el punto (2,2,2).

Calcular la ecuacion de la recta tangente a la curva definida por la grifica de la
funcion f (x,y) =10 — 22 — 32 y el plano x = 2, en el punto (2,2,2).

Solucién. Recuérdese que una curva en el espacio viene dada por dos ecuaciones
ya que corresponde a la interseccién de dos superficies.

La interseccién del plano y = 2 y de la superficie z = 10 — 22 — y? se obtiene una
parabola, de ecuacién z = 6 — x2, la ecuacién de la recta tangente a esta parabola

sera:
ot =fo= 2= of
ox T

y=2
2.2) { z—2=—4(x—2)

Analogamente, en el plano x = 2 estd la pardbola de ecuacién z = 6 — y
recta tangente sera:

of

oy

2 la

_ of
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6.1.1. Regla de la cadena

Para derivar una funcién que depende de variables que, a su vez, dependen de
otras, se ha de aplicar la regla de la cadena.

Ejemplo 6.6 Sea f (z,y) = 2° +y? + 2z y sea © = 2cost, y = 2sent. Calcular la
derivada de la funcion f respecto de t.

Solucién. Una forma de calcularla es sustituyendo las variables y despues
derivando:

fzy) =22+ 9%+ 2z = (2cost)? + (2sent)® + 2 (2cost) = 4 + 4cost =
— = —4sent.
o sen

Pero, a veces, no es tan sencillo sustituir las funciones, por lo que recurrimos a
la regla de la cadena:

dr_ofds 0fdy
dt Oz dt Oydt

= (4cost+2) (—2sent) + (4sent) (2cost) =

(22 +2) (—2sent) + (2y) (2cost) =

= —8sentcost —4sent + 8sentcost = —4sent.

Ejemplo 6.7 Sea f (z,y) = arctanfy sea x = 3cost, y = 3sent. Calcular la

derivada de la funcion f respecto de t.

1 —T
d d d y 7
Solucién. d_]; = %d—f g—id—?z = 1—yx2 (—3sent) + % (3cost) =
+(3) 1+ (5)
1 7&3 co:)tz 1 coszt
= —3dsenl ___(_3sent) 4 ——"?— (3cost) = ——S0L — ]
2 2 cost\ 2
1+ (550%) 1+ (5:04) L+ (57)

3cost _

x
Si tit bti t) = t),y (t)) = arctan — = arct =
i se sustituye se obtiene f (t) = f (x (t),y (t)) = arc any arctan z——

= arctan cott = arctan tan (g — t) = g —t=f'(t)=-1

6.2. DERIVADAS DIRECCIONALES. VECTOR GRADIENTE

En la seccién anterior hemos visto que si la funcién representa una superficie
y P es un punto de dicha superficie, las derivadas parciales en P representan las
pendientes de las rectas tangentes a la superficie en P que son paralelas a los planos
xz e yz. Pero en el espacio hay infinitas direcciones; por tanto, para obtener la
pendiente de una tangente a la superficie z = f (z,y) en un punto, hay que especificar
la direccién en que se quiere medir. Vamos a calcular en esta seccién derivadas en
otras direcciones, llamadas derivadas direccionales, que se expresan en términos de
un vector llamado gradiente.

Definicién 26 Sea f una funcion de dos variables y @ = (uy,u2), un vector uni-
tario. La derivada direccional de f en P(xg,yo) en la direccion de @ es:

0 0 - .
Dz f(xo0,y0) = 8_£ up + a—'; uz = V f(x0,%0) - U

(IO:yO)

(x07y0)
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La derivada direccional se puede expresar de forma concisa en términos de una
funcién vectorial llamada gradiente. El gradiente es un vector en el plano zy. Este
vector apunta al sentido de mdximo ascenso en el punto dado, es decir, la funcién
crece mas rapidamente en el sentido de su gradiente y decrece mds rapidamente
en el sentido contrario. Ademads, v f(xo,y0) es perpendicular a la curva de nivel
f (z,y) = c que pasa por el punto P(zg,yo)-

En general, se define el vector gradiente como:

Definicién 27 Sea f una funcion que admite derivadas parciales respecto de todas
las variables. Entonces, el gradiente es la funcion vectorial definida por
Vi(z,y) =i+ —==J
flay) =5 By
en el caso de una funcion de dos variables.
Si f tiene n componentes, el vector gradiente se define como

. <8f of ﬁ)

vf (mlal?’“'amn) = 8_1'178_232"“, O

Como antes, en el punto P, la funcion crece mds rdpidamente en el sentido del
gradiente y decrece mas rapidamente en el opuesto.

Ejemplo 6.8 La temperatura en cada punto de una hoja de metal viene dada por
la funcion T (x,y) = e* cosy + €Y cos x.

1. sQué vale la temperatura en el origen? 5Y en el punto (mw,m)?

2. ;En qué direccion crece mds rapidamente a partir del origen? ;Cudl es la tasa
de incremento?

3. sEn qué direccion decrece mas rapidamente a partir del origen? ;Cudl es la
tasa?

Solucién. T'(0,0) =1, T (7, m) = —2e™ = —46.281
7 ) = (2, 90) = (e7 cony — ¥ sem, —e"seny + e cos )
W)=\ 55 3y ) = e’ cosy —eYsenz, —e”seny + e¥ cosx
V/(0,0) = (1,1). La direccién de méximo crecimiento a partir del origen es
la dada por el vector (1,1). La de méximo decrecimiento es la dada por el vector
(—=1,—1). La tasas de crecimiento o decrecimiento se calculan a partir del modulo

de dichos vectores, serdn +1/2, respectivamente.
Vf(rn,m)=(—e",—e") ~ (—23.141, —23.141)

Ejemplo 6.9 La temperatura en cada punto de una hoja de metal viene dada por
la funcion T (z,y) = 14 2% — y%. Hallar la trayectoria de una particula que busca el
calor y que estd en en el punto (—2,1).

Solucién. T (-2,1) =4.

La particula se mueve en el sentido del vector gradiente

ﬁf (.’L',y) = (%7g_£> = (21‘, _2y) .

Queremos la ecuacién de la curva:
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C:7(t) = (z(t),y(t)), sabiendo que sale del punto (—2,1) y que en cada punto
es tangente al vector gradiente, es decir, considerando que la curva estd parametriza-
da, la derivada respecto de ese pardmetro coincide en cada punto con el vector
gradiente, por tanto:

dr(t) _ (du(t) dy(t) L) _ g
dt - < dt ' dt ) - Vf (Ivy) - (2$7 2y) = dycét) _ =
-
dx (t)
_ = 2dt N Inz =2t +C z(t) = L e(2t4C1)
dy ft) — —9dt lny = —2t + 02 Y (t) — :l:e(72t+02)

Se pueden calcular las constantes de integracién ya que sabemos que la particula
sale del punto (—2,1), es decir, si t = 0 entonces = (0) = -2 e y (0) = 1.

x€X (0) = :l:e(cl) = -2= e(Cl) =92
y(0) = £el@) =1 = (@) =1

Por tanto,

x(t) = —2e%, y(t)=e 2

O, lo que es lo mismo

que es la ecuacién de una hipérbola.

Teorema 19 (Propiedades del gradiente) Sean f y g funciones que admiten
derivadas parciales respecto de todas las variables. Entonces se verifica:

regla de la constante Ve=0 para toda constante c.
linealidad V (af + bg) = aVf +bVyg siendo a,b constantes.
regla del producto V (fg) = fVg+ gV

regla del cociente \Y <£> = W

; 9#0.

regla de la potencia V (f™) = nfrIvy.
Ejemplo 6.10 Calcular el gradiente de la funcion f (x,y,z) = o +3xy+y*+ 3x22.

Solucién. Vi (z,y,z) = <%, ?)_g’ %) = (22 + 3y + 322, 3z + 2y,632) =

= (2z + 3y + 32?) i+ (3x+2y) ]+ 62k

Ademsds, de forma andloga a lo que ocurre en dos dimensiones, si la funcién
f (z,y, z) es continua y diferenciable en cada punto del espacio, el vector gradiente
v f(z,y,z2), si es distinto de cero en un punto, es ortogonal a la superficie de nivel
que pasa por ese punto. Esto nos permite calcular la ecuacién del plano tangente a
una superficie en un punto.

El plano tangente a una superficie f (z,y, z) = c en el punto de vector radial 7y =

(0, Y0, 20) , es el plano que pasa por 7y = (xg, Yo, z0) y tiene por vector perpendicular
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al vector V f (0, Yo, 20) - Por tanto, un punto de vector radial 7= (x,y, z) pertenece
al plano tangente a la superficie f (z,y, z) = ¢ en el punto (o, yo, 20) si y solo si

V£ (20,90, 20) - (F— 7o) =0

Ejemplo 6.11 Calcular el plano tangente a la funcién f (z,y, z) = 2%+ 3zy + 3> +
3222 en el punto Py (1,1,1).

8z’ Oy’ 9z
= (2z + 3y + 322, 3z + 2y,6x2) = (8,5,6).

Solucién. Vf (z,y,z) = <<9f of %)

La ecuacion del plano tangente serd:

V[ (z0,y0,20) - (F—7) =0=(856)-(z—1,y—1,2—1)=
=8(x—1)+5(y—1)+6(z—1)

= 8r + 5y + 62 —19=0.

6.2.1. Matriz jacobiana

En el caso de que estemos trabajando con funciones vectoriales de varias varia-
bles, las derivadas parciales de una funcién f = (f1, f2, ..., fm) consisten en derivar
todas sus componentes respecto a cada una de las variables, esta notacién implica la
necesidad de expresar estas derivadas como matriz, la matriz se conoce como matriz
jacobiana.

Definicién 28 Sea f: D CR" — R™ y D un abierto, f: (f1, f2, -, fm) Y sea
a € D. Si cada una de las componentes f; (j =1,...,m) admite derivadas parciales
respecto de z; (i =1,...,n), se define la matriz de derivadas parciales o matriz ja-
cobiana como:

ofr . ofi . .
Jy (@) = : : =1 :
%(5) gf: @) V fm (@)

Ejercicio 6.1 FEncontrar la matriz jacobiana del cambio a coordenadas polares:

fi R? — R?2
(r,0) — (x,y) = (rcosf,rsend)

Solucién. J; = ( cosf  —rsenf ) .

senf) rcos6
Estas matrices son necesarias cuando se hace un cambio de coordenadas para
integrar funciones de varias variables.

6.3. DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SUPERIOR

Como se ha comentado, las funciones deben ser continuas para poder calcular sus
derivadas parciales, si también éstas son continuas se pueden calcular las derivadas
parciales de segundo orden, etc. Como en el caso de una variable, al calcular la
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segunda derivada, lo que se hace es derivar la primera; pero ahora hemos de tener
en cuenta que existen varias variables y hay mds posibilidades aunque, al igual
que antes, al calcular la derivada respecto de una variable, las demds se consideran
constantes.

Asi, por ejemplo, si tenemos una funcién que depende de dos variables f (x,y)

y se pueden calcular sus derivadas parciales primeras con respecto a x, =,y con

oz’

0
respecto a y, —f Las derivadas segundas serdn:

Jy

0%f 0*f O*f O*f
0x2’ 0z0y’ Oyox’ Oy?

consideraremos que se cumple

0% f B 0% f
0xdy  Oyox’

Ejemplo 6.12 Calcular las derivadas parciales seqgundas de la funcion

f(zy) = z? +3xy—|—y2.

Solucién. ﬁ =2+ 3y, ﬁ =3z + 2y,
oz oy
0% f B o0 f 0% f B 0*f

or2 2, Oxdy - oyox 3 8_342 =2

Lo mismo para funciones de tres variables.
Ejemplo 6.13 Calcular las derivadas parciales sequndas de la funcion
f(z,y,2) = 2° + e¥sen 2.

Solucién. % =2z, g

B 3y = eYsen z, 5 = eY cos z,
ﬁ—? ﬁ—eysenz ﬁ——eysenz
ox2 7 oy? ’ 022 ’

Pf_Pf PP PP
oxdy  Oydr 0xdz  0z0x 020y  0yoz

=eYcosz

6.4. APLICACIONES: CALCULO DE MAXIMOS Y MINIMOS

Al igual que en el caso de funciones de una variable, usaremos las derivadas para
calcular los méximos y minimos locales de las funciones.

Definicién 29 Sea f una funcion de varias variables y 7o el vector radial de un
punto interior de su dominio.

= Diremos que [ tiene un mdximo local en 7y si, y sélo si,

f (7)< f(7o) en un entorno de 7y.
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s Diremos que f tiene un minimo local en 7y si, y sdlo si,
f(®) > f(7) en un entorno de 7y.
Y usaremos el gradiente para calcularlos.
Teorema 20 Si f tiene un extremo local en 7y, entonces se cumple
0 V(7)=0 o V(7)) no eriste.

Ejemplo 6.14 Calcular los puntos criticos de la funcion

f(z,y) =22° — a2y +y* — Ty.

0 0
Solucién. —f:4x—y, —f:—x+2y—7.
ox oy
Los puntos criticos serdn aquellos que satisfacen el sistema de ecuaciones:

dr—y =0 _ _
Cr 2 —T=0 }:>y—4,3:—1.

6.4.1. Clasificacién de puntos criticos. Criterio de la derivada segunda
Una vez calculados los puntos criticos, interesa clasificarlos, para ello recurrimos

a las derivadas parciales segundas, ya que es una funcién de varias variables.

Teorema 21 Si Vf (z0,y0) = (0,0) y f (x,y) tiene derivadas parciales de sequndo
orden continuas en un entorno del punto critico (zo,yo), se calcula el determinante
de la matriz formada por las derivadas sequndas, la matriz Hessiana:

o s
. 0x?2  Oxdy
S T

oyoxr  Oy?

1. Sidet H <0 entonces (zo,y0) es un punto silla.

2
2. Sidet H > 0 entonces (xo,y0) es un minimo local si 922 > 0 o un mdzimo
x
0% f
local si —5 < 0
0z

0 Vi(7)=0 o Vf(7) no existe.
Ejemplo 6.15 Clasificar los puntos criticos de la funcion
f(z,y) =22 —ay +y* —Ty.

Solucién. La funcién f (z,y) = 222 — zy + 32 — Ty es el parabolide de la figura,
se oberva que tiene un minimo en el punto (1,4, —14). Vamos a comprobarlo.
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y=4rx=1=
z=f(1,4)=-14

Hay un punto critico (1,4, —14) . Calculamos las derivadas segundas

82f:4 0% f . 0% f ( 4 —1):>

922~ " Bzdy Y R 12

2
det H=9>0y % =4>0= (1,4,—14) es un minimo.
x

Ejemplo 6.16 Clasificar los puntos criticos de la funcion
fa,y) =20 —a® —y2

Solucién. La funcién f (x,y) = 2z — 22 — y? tiene un méximo.

g:2—2x:0
&:—Zy 0 :>
Jy

y=0,z=1=2=f(1,0)=1

Hay un punto critico (

o2f o2 f

1,0,1). Calculamos las derivadas segundas

>’f -2 0
— =-2 =0 —=—-2=H=
Oz T 9xdy 7 Oy? = ( 0 -2 )
0*f o
=detH=4>0y oy —2< 0= (1,0,1) es un méximo.

6.4.2. Maximos y minimos condicionados

Veamos cémo abordar el problema de maximizar o minimizar funciones sujetas
a condiciones adicionales, conocidas como condiciones de ligadura.

Teorema 22 Si una funcion f(Z) tiene un mdzximo o un minimo en Xy, sujeta a

la. condicion de ligadura g (Z) = 0, entonces V f (o) y Vg (&) son paralelos, por lo
que si Vg (Zo) # 0 existe un escalar X tal que:

V[ (%) = A\Vg (%))
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A se conoce como multiplicador de Lagrange.

Ejemplo 6.17 Maximizar y minimizar la funcion f (z,y) = xy en la circunferen-
cia unidad: 2% + %> =1

Solucién. Queremos maximizar y minimizar f (z,y) = zy sujeta a la condicién
de ligadura g (z,y) = 22 + 3? — 1. Calculemos los gradientes:

=

6f (:Ii,y) = (y,:z:), Vyg ($7y) = (21’, 2y) .

V(%) = A\Vg (Zo) = (y,z) = A(2z,2y). Por tanto, se han de satisfacer las
ecuaciones

y =2\ 2 x
x =2y p = dividiendo las dos primeras A A 2.
22 +y? =1 T 2Ny

Sustituyendo en la tltima: 2y? = 1 = y = j:% =T = i%. Tenemos cuatro

puntos posibles (:l:%, :l:%) . Veamos los valores que toma f (x,y) en cada uno de
ellos:

fLL_lfo_l_;l f;lL_;l f;l;l_l
V2'V2) V2'V2) 20 V2'v2) 20 V2'v2) T

Se observa que % es el valor maximo y _71 el valor minimo. Obsérvese que esos
puntos son los puntos més altos y méds bajos donde el cilidro corta al hiperboloide
parabdlico. Por tanto, los puntos (%, %,%) y (\7—%,\7—%,%) son mdaximos; y los

1 -1 -1 -1 1 -1 el
puntos (E, —2, T)Y (E, %, T) SO 1MMinimaos.

Superficies y curva interseccién
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Il CALCULO INTEGRAL

@ Pura Vindel - ISBN: 978-84-692-3983-4 70 Fundamentos matematicos de la ingenieria - UJI



TEMA 7

INTEGRACION EN UNA VARIABLE

7.1. FUNCIONES PRIMITIVAS

Definicién 30 Sea f(z) una funcién definida en [a,b]. Se llama funcién primitiva
de f(z) en [a,b] a cualquier funcion F(z) definida en [a,b] cuya funcion derivada
coincida con f(x) en [a,b], es decir:

F(z) primitiva de f(z) en [a,b] & F'(z) = f(z) Vx € [a,b]

Propiedad 3 Si G(z) = F(xz)+C en [a,b] entonces G(x) también es una primitiva
de f(x) en [a,b], ya que G'(x) = F'(x), Yz € [a,b].

La funcién primitiva se escribe
/f(x)dw =F(z)+C
7.1.1. Métodos del cilculo de primitivas.
Por descomposicién

Se aplica cuando la funcién f(x) puede descomponerse en suma de funciones que
tengan primitiva inmediata

[ 1@ = [(h@)+ fla) + . o

Ejemplo 7.1 /tan2 xdr = / (1 + tan® z — 1) dr = / (1 + tan? ac) dx — /dx =

=tanx —x+C

1 1—2 1 2
Ejemplo 7.2 /x—dx:/de:/gH_ dx—/—dx:
r+1 r+1 T+ 1 z+1

=z —2loglz+1|+C
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Por partes

A partir de la regla de la derivada del producto de dos funciones:

d(u(z)v(z)) =u(z)dv(z)+v(x)du(z)

se obtiene la regla de integracién por partes:

/udv:uv—/vdu

u=x = du = dx

Ejemplo 7.3 /xsenxd:c =

senxdr = dv = v:/sena:da::—cosx

= —xcos:z:—l—/cosscdm: —xcosx +senx + C

U= = du = dx

. T —
Ejemplo 7.4 /aze dr = e — dv = v — /e"’dmzex

:xex—/ewdaz::rem—ex+0

Por cambio de variable o sustitucién

Se hace el cambio x = ¢(t), dz = ¢'(t)dt y se sustituye en la integral

[ Ho®nis = [ 1@ @ar

volviendo a deshacer el cambio una vez encontrada la primitiva.

Ejemplo 7.5 /\/ 1 —22dz = ’ T = cost ‘ = / V1 —cos?t(—sent)dt =

dr = —sentdt
1-— 2t 1 1
—/—senztdt——/%dt——itﬁ-zsenZt—i—C—

= —%arccosx—i—%x\/l —z24+C

. 9 r+2 =t 2 2
Ejemplo 7.6 | z°v2 + xdx = = (t — 2) 2t°dt =

dx = 2tdt
2
:/(2t6—8t4+8t2)dt: ?t7—§t5+§t3+02

=3/(+2) -/ (@+2°+ 5/ +2° +C

Primitivas de funciones racionales

P
(m)dm consideraremos que el grado del poli-
Q(x)

nomio P(x) es estrictamente menor que el de Q(x), si no es asi, dividiremos. Veremos
los diguientes casos:

Para calcular la primitiva de /

s Q(x) = 0 tiene sélo raices reales simples.
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s Q(z) = 0 tiene raices reales multiples.

» Q(z) = 0 tiene raices complejas simples.

Estos casos se resuelven descomponiendo la fraccién en fracciones simples.

oxr —1 2 3
Ej lo7.7 | ——dz = d dx =
Jempro /$2$2x /x+1x+/m2x

=2log|z + 1| + 3log|x — 2|+ C

5 — 1 A B
2_x -2 :C—|—1+33—2 ’

X

1 =1 -1 1
Ejemplo 7.8 dr = 4 d$+/#dw+/ d_dr =
Jemp /(x+1)2(x—1) /x—i—l @+ 1) -1

-1 1 1)t
:T10g|m+1|_iu

1
—I—Zlog|m—1|—|—C

—1
1 A B C -1 —1 1
P = + 5+ =A=—, B=—, C=—.
(z+1)*(x—-1) z+1 (x4+1)* z-1 4 2 4
2 ~1 3 3
¢ =3z +1 - 5T —5
Ejemplo 7.9 de= | —2-d 22y =
Jemplo /(x2+1)(a:1)$ /x1x+/ﬂs2+1 v
2z 3 1
/ d 1 /x2+1dm_§/w2+ldm_
3
_ 2
——Elog\m—lH—Zlog‘m —|—1‘—§arctan$—|—0
2
x*—3x+1 A Bx+C -1 3 3
= =A=—, B=—-, C=—-.
(2 4+1) (z —1) o1 22 +1 2’ 2’ 2

Primitivas de funciones algebraicas irracionales

Las funciones algebraicas irracionales son aquellas en las que la variable x estd
sometida a las cuatro operaciones elementales y la radicacién. Un método para
calcular sus primitivas consiste en transformarlas en funciones racionales mediante
un cambio de variable, cosa que no siempre es posible. Veamos algunos ejemplos:

da ’ dx = 12¢"dt ‘ /t4 T

Ejemplo 7.10

/ i

Vo +
t12

:12/t+—1dt:12/(t11—t10+t9—t8+t7—t6+t5—t4+t3—t2+t—1)dt+

+12/ dt t12 tll + th t9 N t8 t7 N t6 t5 N t4 t3 N t2 2
10 9 8 7 6 5 4 3 2

T iz g giz g giz g1
X xT1 X T X X X
oglt+1|+C =1L 22 22 r@ »8 o8 T8 %
Floglt 1)+ (%3 n 09 "3 7 "% 57
B gl g1
1 1
+ _x3 g —at) +log)m+1‘+c
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1 (1—t) —t*+2t—2
Ejemplo 7.11 / / 5 . + 3
Va? 42z + 2 —t*+20-2  2(1-1t)

/—dt log]—t+1|+C:—log‘1— x2+2x+2+x‘+0

El cambio adecuado es sustituir la raiz por x +t o x — t.

2 —2
\/x2+2:):+2:x+t:>x2—|—2:1:+2:(x+t)2=>w=2 = =
—t2 42t -2
dx:%dt
2(1—1)

7.2. LA INTEGRAL DE RIEMANN. PROPIEDADES

Definicién 31 Se llama particion P del intervalo [a,b] a un conjunto finito de pun-
tos
P ={a=x0,21,...,x, = b} tales que a =x0 < 21 < ... < T/, = b.

Dada una particién P de [a,b] y una funcién f(z) acotada en dicho intervalo se
definen las sumas de Riemann como:

Definicién 32 La suma inferior de Riemann de f(x) respecto de la particion P es
el numero real dado por

n

L(P, f) =) (nf{f (), @i <z<m})(wi—zi1)

i=1
La suma superior de Riemann de f(x) respecto de la particion P es el nimero
real dado por

n

UP,f)=> (up{f(2), =zi1<z<m})(mi—zi)

=1

que se pueden ver en los siguientes dibujos

Las propiedades de las sumas de Riemann son:

1. L(P,f) < U(P,f) dado que en cualquier subconjunto de los reales el infimo
siempre es menor o igual que el supremo.
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L(P, f) < L(P', f)

U, f)<Uupf) -

Es decir, a medida que una particién es més fina las sumas superior e inferior
se aproximan mds al drea bajo la curva.

2. SiPCP’:>{

3. Dadas dos particiones P y P’ de [a, D]
m(b—a) < L(P,f) <U(P',f) <M (b—a)
siendo m el minimo de f(z) en [a,b] y M su méximo.

Definicién 33 Una funcion f(x), definida en [a,b] y acotada en dicho intervalo se
dice que es integrable Riemann si dado un nimero real positivo € existe una particion
P tal que

UP,f)—L(P,f)<e

y se define la integral como el limite de ambas sumas, es decir, cuando ambas sumas
coinciden.

b 00
[ 7@t = gim > ) o

La integral de Riemann se asimila con el cdlculo de dreas de figuras planas.
De hecho, si f(z) es integrable Riemann y positiva en [a,b] entonces / f(x)dz

es el drea limitada por la curva y = f(z), el eje X y las rectas © = a y = = b.
Si f(x) es integrable Riemann en [a, b] pero toma valores positivos y negativos en
dicho intervalo, se debe cambiar el signo donde la funcién es definida negativa para
calcular el drea.

Teorema 23 Toda funcion continua en |a,b] es integrable Riemann en |a,b].

Teorema 24 Si f(z) tiene un nudmero finito de puntos donde es discontinua en
[a,b], f(x) es integrable Riemann en [a,b].

PROPIEDADES

Propiedad 4 Si f(z) es integrable Riemann en [a,b] y c € [a,b], entonces f(z) es
integrable Riemann en [a,c] y [c,b] y ademds

/abf(w)da::/acf(x)d:r—i—/cbf(:v)dx

Propiedad 5 (Primer teorema de la media) Si f(z) es continua en [a,b] exis-
te un punto xg € |a,b] tal que

b
/f@mm:f@ww—@

Gréficamente este teorema afirma que el drea bajo la curva en el intervalo [a, b]
coincide con el drea del rectangulo de base (b — a) y altura f (zo) .
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. ]
7

0.6
0.4 |
0.2 I
|
a |_xo b
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Definicién 34 Si f(x) es integrable Riemann en [a,b] es posible definir una apli-
cacion A de [a,b] en los reales tal que Vt € [a, b

At) = /atf(a:) dx

que se conoce como funcién integral indefinida de f(z) en [a,b].

Teorema 25 Si f(x) es continua en [a,b] su funcion integral indefinida es una
primitiva de f(x) en [a,b].

Teorema 26 (Regla de Barrow) Si f(z) es continua en [a,b] y F(z) es una

primitiva de f(x) en [a,b] entonces

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a)

Prueba. A(z) es una primitiva de f(x) en [a,b] por el teorema anterior. Si F'(x)
es otra primitiva de f(x) en [a,b] entonces debe diferir de A(x) en una constante:

F(z)=A(x)+C
luego:
F(a) = A(a)+C
F(b) = A(b) + C.
Por definicién,

a
Aa) = / f () dz = 0 ya que el drea de una linea es cero. Por tanto, F'(a) = C.

b
Ab) = / f(@)dz = F(b) — C = F(b) — Fl(a).

Por tanto, para calcular la integral de Riemann de una funcién se busca una
primitiva de dicha funcién. Si la integral es una integral definida, se aplica la regla
de Barrow para calcularla.

V3 3
Ejemplo 7.12 / oy 1d:L' = [arctan z]Y® = arctan /3 — arctan 1 =
1 T

™

s
4 127

T
3
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1
r—2

= [~ log|a — 1[5+

5
1 —1
Ejemplo 7.13 | ——do = d
Jempro /3x2—3x+2m /$—1x+

3
+ [log |x — 2|]g =log3 +log2 —log4 = log 7
Ejemplo 7.14 Calcular el drea limitada por las pardbolas y = x% y x = y>.

Solucién. Gréficamente, el drea es la zona sombreada:

1

7.3. INTEGRALES IMPROPIAS
Se conocen como integrales impropias aquellas integrales que:
a) tienen alguno de sus limites de integracién infinito, o

b) tienen un nimero finito de discontinuidades infinitas dentro del intervalo de

integracion.
Definicién de integrales impropias con limites de integracién infinitos.

i. Si f es continua en el intervalo [a,0), entonces
00 R
/ f(z)dx = lim f(x)dx
a R—oo J,

ii. Si f es continua en el intervalo (—oo, a|, entonces

/;f(x)da::REIPOO/Raf(x)dx

. Si f es continua en el intervalo (—oo, 00), entonces

/f dm—/ fz d:c—i—/f

donde ¢ es cualquier nimero real.

Si el limite existe la integral impropia converge, de lo contrario diverge.
Definicién de integrales impropias con una discontinuidad infinita.

i. Si f es continua en el intervalo [a,b) y tiene una discontinuidad infinita en b,

/abf(w ds = hm/ f

entonces
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ii. Si f es continua en el intervalo (a,b] y tiene una discontinuidad infinita en a,
entonces

/abf(a:)da?: lim /Rbf(a:)da:

R—at

iii. Si f es continua en el intervalo [a,b] excepto en un ¢ de (a,b) en el que tiene
una discontinuidad infinita, entonces

/abf(:):)d:r:/acf(:r)d:t+/cbf(x)dx

Aligual que antes, si el limite existe la integral impropia converge, de lo contrario
diverge.

1 b b
/1 /1 1
Ejemplo 7.15 / + Tdr = lim / i T dzr = lim ¢d:z: =
0 1—=x b—1= Jo 1—=x b—1= Jo 1— 22

= lim [/b ;dx — /b _—%d:v} = lim [arcsinx — ll—_aﬂr =
b—1— 0V 1— :CZ 0 2v1 — :132 b—1— 2 1/2
=5 +1L
. 51 ! 1 51
P L
oty oA T ), G
/370 /373
[e%e) b
Ejemplo 7.17 e *dr = lim e *dr = lim [—e*"”]i =e L
0 b—oo Jo b—oo
. © 1 o , b
Ejemplo 7.18 /1 o 1dx = blgrolo b 1da: = blirrolo [arctan z|] =
_r_r_rT
2 4 4
[ee] b b 1
Ejemplo 7.19 /2 2_1dx—bli>1£10 ; :z:2—1dx_bli>lgo[/2 xildm—
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7.4. METODOS NUMERICOS DE INTEGRACION

Los métodos de integracién numérica proporcionan la posibilidad de calcular
de forma aproximada la integral definida de funciones que carecen de primitiva
conocida. Para ello se utiliza el concepto de drea bajo una curva, que corresponde
al calculo de la integral de la funcién que representa esa curva.

Para calcular de forma aproximada fab f(z)dz primero se hace una particién
del intervalo de integracién x¢g = a, x1, x2,...,T, = b y se calculan los valores de
yo = f(zo), 1 = f(x1), y2 = f(x2),..., Yn = f(zn). Para simplificar consideraremos
que f(x)>0.

7.4.1. Método de los trapecios

Las rectas © = z9g = a, * = 21, © = T9,..., £ = x, = b dividen al recinto S de
integracion en franjas. Supongamos que estas franjas tienen por dreas S1, S92, ..., Sn.
Entonces, recordando que la integral definida f; f(z)dz es el drea de S, se tiene

b
/ f(x)de =S1+ S+ ...+ S,
a

Al sustituir el arco de curva que limita superiormente cada franja por la cuerda
respectiva se obtienen unos trapecios que aproximan las franjas. Las dreas de estos
trapecios son:

0.5t
0.4 +
0.3 ¢
0.2

0.1¢r

El drea de S se puede aproximar por la suma de las dreas de estos trapecios:

y0+y1-h+y1+y2-h+y2+y3-h+~--—|—yn_1+y"-h:
2 2 2 2
h h
= B kgt y) =
h
=5 o +yn) + 21 +y2+ -+ yn-1)]

es decir,

b
[ F@)de = 5 (0 + 200+ 2t )
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7.4.2. Método de los rectangulos

En este caso se divide S en un nimero par de franjas y se sustituye cada dos de
ellas por un rectdngulo de base 2h y altura la ordenada comun a las dos franjas, es
decir, se hacen las siguientes susituciones:

La primera y segunda franjas se sustituyen por el rectdngulo de base [a,z2] ¥y
altura y;.

La tercera y cuarta franjas se sustituyen por el rectdngulo de base [z2,z4] ¥
altura ys, etc. Por tanto:

0.5}

o SRR
N
sl I
AT 0
ozl I T I
R T |
N AN
RN
12 1 1 1 [ 1)

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

fab f(x)dr ~2h{y1 + y3 +ys + ... +Yn1]

senx

s .7 P

0 dx, utilizando ambos méto-
T

Ejemplo 7.20 Calcular de forma aprorimada

dos.

Solucién. Esta integral no tiene primitiva conocida, pero al dibujarla se observa
que define un drea no nula con el eje de las x; por tanto, vamos a calcular esta drea
de forma aproximada utilizando los métodos anteriores.

Dividimos el intervalo [0,7] en 10 subintervalos iguales de anchura h = {5, y
calculamos el valor de la funcién en cada uno de esos puntos:

sen 1 sen 2X
FO) =1, f(f) = —2 = 98363, f($f) = —z = = 93549, f(5f) =
10 10
3 4r %y
Sen To 4 sen 1g 5 sen 7o 6
5 = -85839, f(3f) = —g - = 75683, [ (3F) = —5 ~ = -63662, f({F) =
10 10 10
6m Vs 8w
SN 1o _ ) _ ST _ gry _ SN 1o _ 9m\ _
5 = 50455, f({f) = — = = - 36788, f(1f) = —5 = = - 23387, f (%) =
10 10 10
Im
T~ 10929, f(r) = 228 —
T m

Por tanto, el valor de la integral sera:

» método de los rectangulos:

T senx
/ . de ~2h(y1 + ys+ys + ... + Yn—1] =
0

s 3 51 T 97
_or Sen 10 Sen 10 Sen 10 Sen 10 Sen 10
— 10 T 3m 5m I EL B
10 10 10 10 10

= 22 1.98363 + . 85839 + . 63662 + . 36788 + . 10929] =
— 1.8572.

@ Pura Vindel - ISBN: 978-84-692-3983-4 80 Fundamentos matematicos de la ingenieria - UJI



» método de los trapecios:

T senx h
dz = 5 (Yo +yn) +2 (W1 + y2+ . t yn1)] =

s 21 3 4
Sen 10 Sen 10 Sen 10 Sen 10

T
= gl +2(=2 + = =
10 10 10 10
51 61 Ve 8w 97
Sen 10 Sen 10 Sen 10 Sen 10 Sen 10 )] B
5w 67 ks 8w Im o
10 10 10 10 10
1.8493

iy ~1.8519

El valor, aproximado, que da el Mathematica es: o
x
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TEMA 8

INTEGRACION MULTIPLE

8.1. LA INTEGRAL DOBLE

8.1.1. Integrales dobles sobre rectangulos

Dada una funcién f(x,y) que estd definida en una regién rectangular D C R?,
R:a<xz<b,c<y<d, acotada en dicha regién, y dada una particion P = P} X Py
con P = {a==xp,21,.... xm = b} y Po = {c =90, Y1, ...yn = d} se definen las sumas
superiores e inferiores de Riemann de forma andloga al caso unidimensional:

U(P,f):ZZMzJ( - Ti— 1)(yj_yj*1)

donde M;; =sup{f(z,y), xi-1<z<wm yj-1<y<y;},vy
Zme — i 1) (Y5 — ¥j1)
=1 j=1

donde m;; =inf{f (z,y), zi-1<z<m, yj-1<y<y;}.
Si estas sumas tienden a un limite cuando Az — 0, Ay — 0. Este limite se
conoce como integral doble y se demuestra que es independiente de la particiéon

//Df(w,y) dwdyzAlj‘rgO;f(a?k,yk)AAk

Se dice entonces que la funcion f es integrable Riemann en el rectingulo D.

Teorema 27 (Criterio de integrabilidad de Riemann) Sea f : D = [a,b] X
[c,d] — R, f es integrable Riemann en D si, y sdlo si, existe una particion P. del
rectdngulo D tal que

U(Pvf)_L(Paf)<€
Propiedades
L [[pkf(x,y)dA=Fk [[, f(x,y)dA, k€ R.

2. [[plf (z,y) +g(z,y)|dA = [[, [ (z,y)dA+ [[5 g(z,y)dA.
3. [[pf(z,y)dA>0 sif(x,y)>0en D.
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4 [[pf(z,y)dA > [[,g(z,y)dA sif(x,y) > g(z,y) en D.

5. Sea D = Dj+ Ds, donde Dy y Ds son disjuntos salvo en un lado. La funcién
f (z,y) es integrable Riemann si, y sélo si, es integrable en D; y Do. Ademds

//Df(x’y)dA:/le(x’y)dAJr/sz(x’y)dA

Si f(x,y) > 0 en el rectdngulo D, la integral doble se puede interpretar como
el volumen delimitado por las superficie z = f(x,y) y el plano zy, en D. Cada
término f (zk,yr) AAy serd el volumen del paralelepipedo sobre el rectdngulo k-
ésimo. La suma de todos estos paralelepipedos da el volumen bajo la superficie
cuando AA; — 0.

Teorema 28 Si f: D — R es continua en D = f es integrable en D.

Teorema 29 Si f: D — R es continua en D salvo en un numero finito de puntos
0 en una curva = f es integrable en D.

Teorema 30 (del valor medio) Si f : D — R es continua en D entonces existe
al menos un punto (zg,yo) € D tal que

//Df(x’y)dA:f(ﬂfo,yo)-A(D)

siendo A (D) el drea del rectangulo D.

8.1.2. Evaluacién de la integral doble por medio de una integral iterada

Teorema 31 (de Fubini) Si f : D — R es integrable Riemann en D tal que
Vz € [a,b] la funcion f, : [c,d] — R dada por f, (y) = f (z,y) es integrable Riemann
en [c,d], entonces la funcion g(x) = fcd fz (y) dy es integrable Riemann en [a,b] y se

verifica
[ remar=[ ([ reva)a

Si f : D — R es integrable Riemann en D tal que Yy € [c,d] la funcidn g, :
la,b] — R dada por g, (xz) = f(z,y) es integrable Riemann en [a,b], entonces la
funcion f(y) = f; gy (z) dz es integrable Riemann en [c,d] y se verifica

//Df(ﬂr,y)dAz/cd </abf(:v,y)d:v> dy

Es decir, se puede calcular una integral doble mediante dos integrales iteradas,

integrando una variable cada vez mediante las técnicas de integracién de una varia-
ble.

8.1.3. Integrales sobre conjuntos mas generales

Para definir una integral doble de una funcién f(x,y) en una regién no rec-
tangular D, se supone superpuesta una malla rectangular y se incluye en la suma
sélo los elementos que estdn completamente en D. Cuando esta malla se hace mas
fina crece el nimero de términos de la suma. Si f es continua y la frontera de D
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estd formada por un nimero finito de segmentos de rectas o curvas suaves unidas
por sus extremos, entonces las sumas tendrdan un limite cuando Az — 0, Ay — 0.
Este limite serd la integral doble sobre D :

_ i AA
//Df(w,y)dwdy A;lrgﬂkz:lf(wk,yk) K

Teorema 32 (de Fubini) Sea f: D — R es integrable Riemann en una region D
acotada:

1. Si D estd definida por a < xz < b, f1(x) <y < fa(x) continuas en |a,b],

entonces ,
rawia= [ ([ 1wpdy)as
I, J e

2. Si D estd definida por ¢ <y < d, g1 (y) <z < g2(y) continuas en [c,d],

entonces
f(z,y)dA = e f(z,y)dr | dy
//D /C /91 )

Ejemplo 8.1 Determinar el volumen del prisma cuya base es el tridngulo del plano
acotado por el eje X y las rectas y = x y x = 1 y cuya cara superior estd en el plano
r+y+2-3=0.

Solucién. La regién de integracion es la de la figura; la integral doble sera:

1 T
. // fdA:/ / (3—z—y)dydx =
o D 0o Jo
1 1 T 1 1
:/ [3y—my——y2] dwz/ [3x—x2——x2]d$:
0 2 0 0 2

= [22% - %:{:3]3 =1 u.v. (unidades de volumen)

O, invirtiendo el orden de integracién:

//DfdA:/Ol/yl(?)_x—y)d:pdy:/ol [3x_$y_%x2];dy:
1

) 3 9 1 !
— — — 4 242 dy = | = —22+—3 =1uwv.
—/0 [2 Y 2y:| Y [Qy Yy 23/]0 u.v

Ejemplo 8.2 Hallar el drea de la region D encerrada por la pardbola y = x2 y la
recta y = + 2.

Solucién. El drea se puede calcular mediante una integral sencilla, aplicando los
resultados obtenidos en el tema anterior, o bien mediante una integral doble donde

f=1.
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A ffgaa= [ [ i
\ /_1[]$+2d;c——/0 [z +2— 2% do =

2 .
s y=xt [ 2 22— % 3} 125 o bien
VY
// 1d:vdy—|—// ldzdy =
y—2
1 =/O Hffczw/%l ]y dy =

a1 0.5 0.5 1 1.5 PR— / 2\/_] dy + / \/_ Y+ 2]
0

= (3720 + (3072 — 42 + 2] = %

8.1.4. Las integrales dobles en coordenadas polares

Un punto del plano puede expresarse en funcién de su distancia al origen y el
angulo que forma respecto al eje X; cuando se expresa en estos términos se estdn
utilizando las coordenadas polares. Su relacién con las coordenadas cartesianas

es
r=rcosl; r?=2a%+y>
y = rsend; tang = 2
x

En algunos casos, dependiendo del dominio de integracién, el cédlculo de una
integral doble es mds sencillo si se usan este tipo de coordenadas. Para hacer esto,
se han de expresar = e y en términos de r y 0 y tener en cuenta que el drea de uno
de los <<rectdngulos> > infinitesimales es:

AA =rArAf

ya que Aarco=radio-Adngulo. Por tanto

= g2
/ fdA = / / (r,0) rdrdd, o
D 0= r
r=b 0 hg
/ fdA = / / (r,0) rdodr
D 0=

donde la eleccién del orden de integracién viene dada por la forma de la regién, tal
y como se observa en las siguientes figuras:

Region 6-simple
2
) Regién r—simple
& 2
15 6=0, T=gx(6)
1.5 6=bae)
1 0=6,
1
\ r=gl(0) /
05 0.5 =hi(1)
=1} r=r)
025 05 075 1 125 15 175 0.5 1 1.5 i
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Ejemplo 8.3 Calcular el drea comprendida entre el cardioide r =2 (1 + cos@) y el
circulo r = 2.

Solucién. .

vl

»(+co0 Para valores positivos de x :

Z  2(14cos) 5 2 2(1+cos0)
A= / / rdrdf = / [ ] dg =
) —z 2]

- 1 3 J Vo3
& :/2 [4cosf + 1+ cos26]df = [4sen9+9+ser; 6} =
—3 —3
=847

El valor de la integral para las x negativas es:

3t .9
2
/ / rdrdd = 8 — .
3 2(1+4cos 0)

Por tanto el drea total comprendida entre el cardiode y el circulo es:

A = 16 (unidades de drea).

Ejemplo 8.4 Calcular la siguiente integral utilizando coordenadas polares.

a pVa2—a? 3 [a 3 r41°
Solucién. / / (y* + 2°) dedy = / / r’rdrdf = / [_] df =
0 Jo 0 0 0 4 0
4

:/0%[%4}619:%[9] 4

a
8.2. INTEGRALES TRIPLES

Ooly

:gﬂ‘

De forma andloga a R? se construye un intervalo tridimensional como I =
a1, 1] X [az, ba] x [a3,b3] =

= {(x,y,,z) ER3 /a1 <z <bas<y<by, a3 <2< b3} y se define el volumen
de este paralelepipedo como Vol(I) = (by — ay) (b2 — a2) (bs — as) . Se define asimis-
mo una particién P = Py x P, xP3 de I donde cada P; divide el intervalo [a;, b;]
en n; subintervalos. P divide a I en ningng subintervalos tridimensionales.

Por tanto, se pueden introducir las sumas superior e inferior de Riemann igual
que antes. Sea I C R® y f: I — R acotada. Dada una particién P de I, entonces

niy mn2 n3

UP )= Mg (wi — 2i1) (y5 — y5-1) (2k — 28-1)

i=1 j=1 k=1

donde M, =sup{f(z,y,2), wi-1 <z <wz;, yj-1<y<y; zx-1=<2<2,).

niy n2 N3

L(Pf) =)%Y mijk (zi — zio1) (5 — yj—1) (2 — 24-1)

i=1 j=1 k=1

donde myj, = inf {f (z,y,2), xi1<z<wx; vy 1<y<y, z-1<z<2}).
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Estas sumas también tienden a un limite cuando Az — 0, Ay — 0, Az — 0.
Este limite se conoce como integral triple y se demuestra que es independiente de
la particién

///Vf(w,y&)dwdydz A‘I/Igoi]z‘kf(q]k) 2i Ay Az

Para el cédlculo de estas integrales se utilizan integrales iteradas ya que existe
el equivalente del teorema de Fubini para funciones de tres variables. La dificultad
estriba ahora en encontrar los limites de integracién para cada variable. Se aconseja
buscar los limites de integracién en el plano y después, desde un punto arbitrario de
éste dominio, estudiar los limites de z.

Ejemplo 8.5 Calcular el volumen del tetraedro formado por los planos coordenados
y el plano 6x + 3y + 2z = 6.

Solucién. El tetraedro es:

La region en el plano zy es:

3

1 p2-2z r3-3z—3y 1 pr2-2z 3-3p—3y
V= / / / dzdydx = / / K 2" dydx =
0o Jo 0 0 Jo
1 p2-2z 3 1 3 2—2x
= / / [3 —3x — —y] dydx = / [3y — 3xy — —yQ] dx =
0 Jo 2 0 47 ]y
1

1

:/0 3(1-2)de == [(1- 2’| =1uv.

0

El valor de dicho volumen debe ser independiente de la eleccién del orden de
iteraccion, asi:

2 3-3y rl-fy—32 2 373y a1y 1
V= / / / dxdzdy = / / [m]o 27 dady =
o Jo 0 0 JO
2 13-4y 11 2 11
= 1—=y— —z} dzdy = / [z —SYz — —22} dy =
/0 /0 [ 2 3 0 2 6 Jo
9 1 3 1 22z 3 r2 1 \2
= 1—y><——y>} dy:-/ (1‘y> dy =
Ple-2) Gw)l, o=z 0

=— [(1 — %y)g'] =1 uv.

Ejemplo 8.6 Calcular el volumen acotado en el primer octante por el cilindro x =
4 —y? ylos planos z =y, t =0, 2 = 0.

@ Pura Vindel - ISBN: 978-84-692-3983-4 87 Fundamentos matematicos de la ingenieria - UJI



Solucién. El dibujo es:

2 pa—y? oy
V= / / / dzdxdy =
0o Jo 0
2 pd—y? 2 2
= / / ydudy = / ylaly ™ dy =
0o Jo 0
2

:/ y(4—y2)dy:—[(4_Ty2)2]2:4u.v.

0

ob 1

ien,

3 2 -
2 2 pd—y? 2 2 2 y3 2
V:/ // da:dydz:/ / (4—y2)dydz:/ [43,——] dz =
o J: Jo 0o J: 0 31,

2
16 1 16 1
= /O (3 —4z + 52«'3> dz = |:?Z — 222 + EZ4:| =4 uv.

8.2.1. Integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas

Las coordenadas cilindricas son como las coordenadas polares en el plano, al
que se ha anadido el eje z. Son ttiles cuando aparecen problemas donde hay una

simetria alrededor de un eje.

x =rcost r=x+ty

y =rsenf tang — Y

z=2z T
dV = rdrdfdz

Las coordenadas esféricas son ttiles en aplicaciones que tienen simetria re-

specto del origen.

VI R R
x = psen¢cosl pr=at Yy +2
y = psen¢send tan 0 =
z=pcos¢o cos ¢ =

dV = p?sen ¢dpdepd

¥
X
z
2
0

Ejemplo 8.7 Calcular el volumen de la esfera x4+ y?> + 2* = 4 utilizando los tres
tipos de coordenadas.

Solucién. Debido a la simetria existente, en el cdlculo del volumen en coorde-
nadas cartesianas, calcularemos el volumen de un octante y lo multiplicaremos por

2 pVA—2Z  pyfA—x2—y2
V(octante) = / / / dzdydz =
0o Jo 0

2 prA—az?
:/ Va4 — 22— y2dydr =
0o Jo
y=+V4—x2sent
dy = V4 — 22 cos tdt

se hace el cambio y=0=¢t=0

y=vVd-—a?=t=73
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I Il
1R S — S— 55—

2 pVA—22
/ \/4—$2— (\/4—m2sent)2\/4—:EQCostdtdaz:

0_

2
/ V(4 2) cos? t\/4 — x2 costdtdaz—/ / 4 — 22 cos 2 tdtdx =
0

2 1 1 2
(4—3: ) [at—i—zsen%h da::/o (4—x )Zda::

327

[4x — %xg’]?) = %’r w.v. = V(esfera) = = v

En coordenadas cilindricas calcularemos el volumen de la semiesfera superior y
multiplicaremos por 2.

2 27 py/4A—r? 2 2
V (semiesfera) = / / / rdzdfdr = / rv4 —r2dfdr =
o Jo Jo 0_Jo
2 4 —p2 3/272 1
= —71/ —2r\/4 — r2dfdr = — [% = % u.v.
0 D) 0

2
= V(esfera) = 3T7r u.v.

En coordenadas esféricas, se calcula el volumen global de la esfera.

2 2m
V (esfera) = / / / p? sen Ododfdp = / / —cos ¢|g dfdp =

2
4 32
—2/ [G]Sﬂdp—llﬂ'/ pPdp = ?W [p?’]g:Tw wv
0 0
8.3. Aplicaciones

Ejemplo 8.8 Calcular el volumen de la region del primer octante limitada por el
cono z = /22 +y2 y la esfera x® + y? + 22 = 8.

Solucién. Debido a la simetria de rotacién alrededor del eje z, utilizaremos

coordenadas esféricas
/ / / p? sen 0dpdfdp =

/0 /Op2[ cos g3 dfdp =
2 .

(_
(1-9)8 [ san=

- (- #) 58]~ (- )20 o

Ejemplo 8.9 Hallar el volumen acotado por el plano z = 0 y por el paraboloide
z2=4—22— >
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Solucién. Dado que existe simetria alrededor del eje z, usaremos coordenadas
cilindricas .
a -

27 4—r2 2
V= / / / rdzdrd@-/ / 47?2 dOdr—

:27r/r(4—r2)d7"—27r[2r2——} =87 u.v.
0 4 |

Las integrales dobles y triples se usan en miiltiples aplicaciones, en particular las
usaremos para el cdlculo de la masa de sélidos y de placas delgadas (que se pueden
considerar planas) cuya densidad no siempre sea constante; este cédlculo viene dado
por las férmulas:

m://Dé(x,y)dA, m:///vé(x,y,z)dxdydz

siendo d la densidad.
También las usaremos para calcular los centros de masa de estas placas y sélidos,
las férmulas del centro de masa de placas delgadas son:

//:céxy A7 //yéxy
/5my /6xy

Para un sélido:

- [[f 6 (x,y, z) dzdydz [ vé (x,y, 2) dedydz
v [[f 0 (x,y, z) dedydz’ v= [0 (z,y,2) dedydz
~ [[f; 20 (x,y, z) dedydz

5 —

fffv x,y, z) dedydz
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TEMA 9

INTEGRAL DE LINEA

En este tema necesitamos introducir nuevas funciones de variable real, las fun-
ciones vectoriales.

9.1. FUNCIONES VECTORIALES

Consideremos f1, fo v f3 funciones reales definidas en un cierto intervalo I C R,
para cada ¢ € I podemos formar el vector f(t) = (f1 (t), f2(t), f3 () = f1 (£)7 +
fa (t)f—l— f3(t) k y crear una funcién con valores vectoriales, a la que llamaremos
funcién vectorial. Llamaremos ¢ a la variable independiente. Un punto ¢ pertenece
al dominio de esta funcién si, y sélo si, pertenece a todos los dominios de las fun-
ciones componentes f1, fo v fs, es decir, el dominio de la funcién vectorial serd la
interseccién de los dominios de cada una de las funciones componentes, por tanto
el dominio sea un subconjunto de R. Su imagen estd en el espacio R3. Si la tercera
componente es nula, f3 (t) = 0, su imagen est4 en el espacio R2.

Por ejemplo, a partir de las funciones

fi)=z0+tvr,  fa(t) =yo+tva,  f35(t) =20 +tvs
se puede formar la funcién vectorial:
F(t) = (zo +tvr, yo + tva, zo + tvs)

que corresponde al radio vector! que recorre todos los puntos de la recta que pasa
por P (zo, yo, 20) y tiene por vector director a ¥ = (v1, va, v3).

Ejemplo 9.1 Dibuja la recta correspondiente a la funcion vectorial
Ft)=(1+42t,—t, —1+1).

Solucién 1 Esta funcion vectorial corresponde a la recta que pasa por el punto
P (1,0,—1) y tiene por vector director v = (2,—1,1):

/.

8

!Un radio vector es un vector cuyo origen es el origen de coordenadas.
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Si el dominio de las funciones es R? o R? se obtienen campos de vectores, es
decir, en cada punto del plano o del espacio estd asociado un vector.

9.1.1. Curvas

En particular, a toda funcién real f (z) definida en un cierto intervalo [a,b] se
le puede asociar de forma natural una funcién vectorial f (z) = (z, f (z)), haciendo
fi(z) = z, fo(z) = f(2); cuando z varia desde a hasta b el radio vector f ()
recorre todos los puntos de la curva y = f (z); en este caso se suele hacer x =ty
utilizarlo como pardmetro.

Ejemplo 9.2 f(t) = (2cost,2sent), t € [0,27] describe la circunferencia centrada
en el origen de radio 2.

Ejemplo 9.3 f(t) = (2cost,2sent,t), t > 0 describe un movimiento helicoidal,
alrededor de un cilindro de radio 2

SN

NN

10

mRW

T VATATAL W U U v v mm v v e

N

-

En general, la grifica de una funcién vectorial que depende de una séla variable
t definida en un intervalo [a, b, es una curva C; es decir, a medida que ¢ recorre el
intervalo [a, b] , el extremo del vector f (t) recorre los puntos de la curva C, que estard
en el espacio si f (t) tiene tres componentes, y en el plano, si f (t) tiene dos com-
ponentes. Es decir, una funcién vectorial parametriza una curva. Se suele denotar
por 7 (t) a la funcién que parametriza la curva. Nétese que una curva parametrizada
adquiere una orientacién, es decir, a medida que t crece la curva se recorre en un
determinado sentido. En el ejemplo anterior de la circunferencia parametrizada por
7(t) = (2cost,2sent), t € [0,27] estd recorrida en sentido antihorario; si la escribi-
mos como 7 (t) = (2cost,—2sent), t € [0,27] la estamos recorriendo en sentido
horario. Por tanto, al cambiar la parametrizacién de una curva se ha de tener en

cuenta si se invierte o no el sentido de recorrido.

Ejemplo 9.4 Parametrizar las curvas siguientes:

1. pardbola y = x?

4
3

2

7. [0,2] — R?
1 t = (17

0.5 1 1.5 2
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2. circunferencia x? +y? =1

7 [0,27] — R?2
t —  (cost,sent)

0,2 - R?
t = (Lt

9.1.2. Campos de vectores

Los campos de vectores son funciones vectoriales que asocian un vector a cada
punto del plano o del espacio.

Ejemplo 9.5 La funcién F (z,y) = (z,2) asocia el vector (z,x) a cada punto del
plano, por ejemplo, asocia el vector (1,1) a todos los puntos cuya abscisa valga 1, el
(2,2) a todos los puntos que tengan abscisa 2, etc. Si se dibuja se obtiene un campo
de vectores paralelos entre st, de sentido contrario sequn que estén en las x positivas
o negativas y de modulo proporcional al valor de x del punto donde se aplican:

RSt B

/,/,)) ¢ 7
?i//"'z’(’////
s (,,,,/;
» (I///
SRS
o A

B A
e R ARt
////,,) ((I////
////,))_l((///;;:
AR AN

» ((//
;j://:::)_z((l//(//
, ((1////
55;::,)_3((1//(//

Campo de vectores F (z,y) = (z, )
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Ejemplo 9.6 La funcidn ﬁ(x,y) = (z,y) asocia el vector (x,y) a cada punto del
plano, por ejemplo, asocia el vector (1,1) al punto P (1,1), el (2,2) al punto P (2,2),
ete. Si se dibuja se obtiene el campo de vectores:

NNy p A
NN N S L A
SNNN NN N g a e
SN T SRR
A N U T T ¥ d 4 4 v v v ¥
\\\\‘\\l d €« v v v v
-3 *2“*‘1‘) \&1~‘2 :":
////;)r_l A N N N N N
DV S S S 2 S 4 AR N U N T S
A 2 B N U U N NN
VAV AV S a BN A AR T W W N NN
A A Ay (R TR NREN
XA AT VU
Campo de vectores F (z,y) = (z,y)

La funcién F (z,y) = (—a,y) asocia el vector (—,y) a cada punto del plano,
por ejemplo, asocia el vector (—1,1) al punto P (1,1), el (—=2,2) al punto P (2,2),
etc. Si se dibuja se obtiene el campo de vectores:

VAV U U U T U U N NN
AN LI T UL N N NN
A A A AN NN
VR S NN
v v ¥ 7 A4 4 4 | S T N S NS
e v v o ¢ 41 [ U U N N
- e - e v, Vv e~~~
G PN SRR
NN N N N B A
U RN U U | | A A S SV A A <«
RN T R
NN v ¥ S K S
SO N A VA A
NANNNNN VYV S S
Campo de vectores ﬁ(m,y):(—x,y)

Se puede pensar en los campos de vectores como campos de fuerza. Si se deja
una particula en un campo de fuerzas, la particula se moverd siguiendo las lineas
del campo, a menos que se realice una fuerza externa que lo compense, es decir, se
realice un trabajo. Lo veremos mas adelante.

9.2. LONGITUD DE UNA CURVA

Como se ha visto, un camino en R" es una aplicacién 7 : [a,b] — R"™. Si esta
aplicacién es diferenciable se dice que el camino también lo es. La imagen de la
aplicacién se conoce como curva.
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Es ttil escribir la aplicacién 7 en términos de un pardmetro ¢ € [a, b], de forma
que 7(t) dibuja la curva al variar ¢.

Veamos cémo calcular la longitud de una de estas curvas. Consideremos que la
curva estd en el plano y que es diferenciable

7 [a,b] — R?
R G ONO)

Se hace una particién del intervalo [a,b], a = to, t1, t2, ...,t, = b, lo que cor-
responde a dividir la curva en n trozos. Esos trozos de curva se aproximan por las
rectas que los unen; la longitud de la curva C se aproxima por la suma de todos esos
trozos de rectas. Recordando que la distancia entre dos puntos viene dada por:

d(P, Q) = \/((h —p1)” + (@2 — p2)?

una primera aproximacién de la longitud de la curva se puede escribir como:

8 (C) = /lalta) — wlt0)? + [y(tr) — y(to)+
| /() — 0P + [plta) — p(E) + .. =

“ =5 le(t) — a(ti) + () — ylti))? =
=1
=Y AS;
: i=1

Aplicando el teorema del valor medio? sabemos que en el intervalo [t;_1,¢;] habr4
un punto ¢; tal que

0.5 1 1.5

w(t;) — z(tio1) = 2’ (¢i) (ti — tic1)
y otro punto d; tal que
y(ti) —y(tio1) =y (di) (ti — tic1).

Por lo tanto

ey = Z \/[w' (ci) (8 = ti))” + [y (di) (ti — ti1)]” =

= Sl (e + [y ()G — i)
=1

En el lfimite, cuando n — oo se obtiene la longitud de la curva, ya que entonces
At; — 0

1) = Jim ST/l () + [y (@)A

At;—0 =1

lo que coincide con el valor de la integral

I(c) = / " OF + I 0t = /C s

2Vesse el teorema 5.3.4.
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Esta definicién se puede ampliar facilmente a curvas en R?

b
10y = [Vl @F + ' @F + [+ e = [ ds

c

En el caso de que las curvas tengan distintas definiciones en intervalos diferentes
(curvas suaves a trozos), la longitud total se obtiene sumando las longitudes de los
distintos trozos.

Ejemplo 9.7 Calcular las longitudes de las curvas del ejemplo 9.4.

Solucién. La longitud del trozo de pardbola sera:
7 [0,2] — R? z(t)y=t 2'(t)=1
t = L) |yt =t y(t)=2t

Z(C)Z/Cds:/;\/HTt?dt:

VI+ 42 =2t +u= 12
144t% =482 + 4w +v® =
t=1220 gt =-Lelgy

t=0=u=1
t=2=u=+17—-4

B 1/‘/ﬁ41+2u2—|—u4d
1

1 [u? w2 ]V
=-3 [—2 + 2logu + 7] =4.6468 u.l. (unidades de longitud).
- 1

La longitud del trozo de circunferencia sera:

7 [0,7] — R?
t — (cost,sent)

z(t) = cost 2'(t) = —sent
y(t) =sent y'(t) = cost

Z(C):/ds:/ Veos?t + sen? tdt = w u.l.
C 0

La longitud de la curva tridimensional sera:

7 [0,2] — R? w(t)il x:(t)io
t - (Lt»tz)‘ 3(%):_; zy'((t?;;t

2
l(C):/ds:/ V1T 42t = 4.6468 ..
C 0

Ejemplo 9.8 Calcular el perimetro del triangulo A(2,0,0), B(0,2,0), C(0,0,3)

Solucién. Las parametrizaciones elegidas para cada uno de los lados son:
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z(t)=—-2t+2 2'(t)=-2

AB: y(t) =2t y'(t) =2 te[0,1]
2(t) =0 Z(t)=0
z(t) =0 2 (t)=0

BC y(t)==-2t+2 ' (t)=-2  te€]0,1]
z(t) = 3t Z'(t) =3
x(t) =2t () =2

CA: y(t) =0 y'(t)=0 t €[0,1]
z(t)=-3t+3 Z(t)=-3

1(\/4+4+WL+9+\/4+9)dt:

l(perfmetro) = / ds =
AB+BC+CA

S—

=8 +2V13 =10.04 ul.

Teorema 33 La longitud de una curva diferenciable es independiente de la parametrizacion
elegida.

9.3. INTEGRALES DE CAMINO

Calcular la longitud de una curva puede verse como el calculo del camino recor-
rido por una particula que se mueve a lo largo de esa curva. El vector de posicién
de la particula en cada momento viene dado por 7(t), donde ¢ se considera el tiem-
po. En este sentido \/[:p’ O+ v (1)]* o \/[x’ ) + [y (£)]* + [#/ (t)]* representa
la velocidad con que se mueve la particula (en el plano o en el espacio) y la integral

(o) = fab v(t)dt nos da el espacio recorrido. En este caso, esta integral es indepen-
diente del sentido en que se recorre la curva. Por contra, las integrales de linea sf
que tienen en cuenta este sentido, ya que aparecen los campos vectoriales.

Las integrales de camino y de linea son una forma de generalizar las integrales
de una variable a funciones de més variables.

Definicién 35 Dada una funcién f : R? — R se define la integral de f a través
del camino dado por 7(t) : [a,b] — R3, donde 7(t) es diferenciable y con primera
derivada continua, y donde la funcion compuesta f(x(t),y(t),z(t)) es continua sobre
[a, b], como

b
/Cfds:/a F(t), y(8), 2(8) |7 (1) e

siendo C' la curva correspondiente al camino 7(t).
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Si se considera un camino en el plano, la integral anterior puede reescribirse como

b
/C fds = / Fa (), y@) |7 1)) dt (9.1)

Si f(z,y) > 0, la integral (9.1) tiene una intepretacién geométrica sencilla, ya
que representa el drea de la superficie lateral que se puede construir sobre la curva
C'y cuya altura es f(z,vy).

b
drea lateral — /C fds = / Fa), e OF + Iy P (9.2)

Ejemplo 9.9 Calcular el drea lateral de la funcion f(x,y) = x2 +y? sobre la curva
x =1y en el intervalo [0,1]

-1-0.5 0 0.5

z(t)=t, 2'(t)=
y(t) =t, ¥ (t) =

, 2, 2 1" 2v2
drea lateral= | fds = (t +t ) VI+ 1dt =22 3| =3 we
c 0 0

[ 0,1 — R?
C.{ t — (t,t)

Ejemplo 9.10 Calcular la integral de la funcion f(x,y,z) = 22 + y? + 22 a través
del camino 7(t) = (cost,sent,t) en el intervalo [0, 5].

Solucién Dibujemos la curva:

/fds:/2 (c082t+sen2t—|—t2) Vcos2t +sen?t + 1dt =
C 0

=il ] = vafsm).

0

9.4. INTEGRALES DE LINEA
9.4.1. Campos vectoriales

Definicién 36 Un campo vectorial F es una aplicacion F:AcCR'— R"
(consideraremos sélo R? o R?) que a cada punto & € A le asocia el vector F ().
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Definicién 37 Un campo vectorial gradiente F es el gradiente de una cierta
funcion escalar f:

— =

F(aj? y? Z) = vf(.’L‘? y? Z)
9.4.2. Integrales de linea

Definicién 38 En el caso de campos vectoriales que son continuos sobre el camino
7(t) : [a,b] — R3 donde 7(t) es diferenciable y con primera derivada continua y
donde la funcion F(z(t),y(t), z2(t)) es continua sobre [a,b] se define la integral de
linea de F a lo largo de #(t) como

— b —
[ Fedr= [ Fal),u.#(0) -7 @)
C a

y se conoce como el trabajo realizado por el campo Falo largo del camino C.

Dado que aparece el producto escalar de dos vectores, estas integrales dependen
del sentido del recorrido del camino.

En resumen, las integrales de camino son independientes de la parametrizacion
elegida mientras que las de linea dependen de st la parametrizacion mantiene o no
el sentido de recorrido.

Ejemplo 9.11 Una particula se desplaza en el campo de fuerzas
ﬁ(:p,y,z) = (xz _y’yZ —2,22 _$)
desde el origen al punto A(1,1,1)

1. alo largo de la recta OA

T =1t
2. alo largo de la curva C : { y=t>
z=13

Calcular el trabajo realizado en cada caso.

Solucién. Se puede observar el campo vectorial y los dos caminos en la figura:
1

1
1) La parametrizacién elegida de la recta OA es;

x=t, y=t, z=1t,0<t<1

b 1
W = /a F(x(t),y(t), 2(t)) - 7 (t)dt = /O (2 —t, 8> —t,42 —t) - (1,1,1) dt =
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1
1
= / 3 (t2 — t) dt = —3 unidades de trabajo.
0

1
2) W:/ﬁ-df:/ (0,44 — 3,4 — 1) - (1,2¢,3t%) dt =
C 0

! 5 4 8 3 29
= [ (20> —2t* +3t° - 3t°) dt = —— u.t.
0 60
9.5. CAMPOS VECTORIALES CONSERVATIVOS
E INDEPENDENCIA DEL CAMINO

Bajo ciertas condiciones la integral de linea entre dos puntos A y B es independi-
ente de la trayectoria que une esos puntos. Esto sucede cuando el campo de fuerzas
F es un campo gradiente. Se dice que estos campos son conservativos ya que se
cumple que el trabajo realizado por ellos es independiente del camino:

B_‘ B_‘
/ F-dF:/ Vf-di = f(B) — f(A)
A

A

Ejemplo 9.12 Comprobar que el campo ﬁ(:v,y, z) = (2x,2y,2z) es un campo con-
servativo y calcular el trabajo que se realiza para ir desde el origen al punto (1,1,1)

r=1
a lo largo de una recta y a lo largo de la curva C : { y =12
z=1t
Solucidén. ﬁ(m,y,Z) = ﬁf($ayv z) = <%> %7 %) = (22,2y,22)
% =2r = f= /2:cdx-:1:2+g1(yaz)
0
d_i =2y = f= /2ydy—y2+92($72’) =
? =2z = fZ/szz:z2+g3(90»y)
2z

= f(z,y,2) =22+ 32 + 22 = F es conservativo =
= [PF.di = [P Vf-dF = f(B) — f(A) = 3 u.t.

La forma de comprobar que un campo es conservativo proviene de la condicién
de que se debe obtener una diferencial exacta al calcular la diferencial del trabajo,
F'-dr. Por tanto, en el caso bidimensional donde F' = Mi+Nj, F-dif = Mdx+Ndy =
of of

—dz + ——dy = df, la condicién se puede resumir en:
dx dy

Teorema 34 F = Mi + N; es un campo conservativo Si
ON  OM
de  dy’
En el caso tridimensional F = M7 + Nj + Pk darfa lugar a F.df = Mdx +
of of of

Ndy + Pdz = —dx + ——dy + ——dz = df y, por tanto,
dx dy dz
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Teorema 35 F = Mi + Nf+ Pk es un campo conservativo i

ON oM op_ow  on _op
de  dy’ de  dz’ dz dy’

Ejemplo 9.13 Sea ﬁ(x, y,z) = (e cosy + yz,xz — e seny, xy + z). Comprobar si
es un campo conservativo y, en su caso, calcular f.

Solucién. Veamos primero si es conservativo:

ON _ oM op _oM SN _ 0P
der  dy dr  dz d dy
ON _ econu+ oP _ ON _
oy = eiseny +z =Y P ’
- — _ n —_— = ¥ =
7 eseny + z Y dy z
luego es un campo conservativo.
of . x
M:@ = f= [ (ecosy+yz)dr =e"cosy+yzx+ g1(y,2)
:? = f:/(:cze””seny)dy=yz:v+€xcosy+92(f”’z) =
Y
of 2
P:E = f= (xy+z)dzzy2$+?+g3($7y)
2

fl@,y,2) = yzw + e cosy + —

9.6. EL TEOREMA DE GREEN

El teorema de Green relaciona integrales de camino a través de caminos cerrados
con integrales dobles.

Teorema 36 (de Green) Sea C una curva cerrada simple del plano zy tal que

una recta paralela o cualquier eje la corta a lo sumo en dos puntos. Sean M, N,
ON OM

——, —— funciones continuas. Sea R la region delimitada por C. Entonces

dz ' dy
%(de—i—Ndy // (8—N—8—M> dxdy

donde la orientacion de C' es antihoraria.

Corolario 5 Sea C es una curva cerrada simple tal que una recta paralela a cualquiera
de los ejes la corta en un mdzrimo de dos puntos, entonces el drea encerrada por C
es

. 1
Area = = f (xdy — ydz)
2 Je

Ejemplo 9.14 Comprobar el teorema de Green siendo C : 2% +y? =4, M = —22y,
N = zy2.
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Solucién. La parametrizacién de la curva C' es:

xr =2cost, dr = —2sentdt
=2sent, dy = 2costdt

0<t<2rm ‘

2m
j(I{ (Mdx + Ndy) :/ (—4cos®t - 2sent - (—2)sent+
C 0

+2cost-4sen®t - 2cost)dt = 87

N M olares
// <a__a_)d$dy—// z? +y de’d pola
2
:/ /rQ-rdrd9:87r
0 0

Ejemplo 9.15 Aplicar el teorema de Green para calcular el drea comprendida entre
la elipse x = 3cost, y =2sent y el circulo de radio unidad

Solucién. Parametrizacion de la elipse:

AN
NG

2T
Area elipse= 1 b (zdy — ydz) == 3 / (3cost 2cost +2sent 3sent) dt =
0

= 67 u.a.

x =3cost, dr= —3sentdt
y=2sent, dy=2costdt

‘ 0<t<27

Parametrizaciéon del circulo:

x =cost, dr = —sentdt
y=sent, dy = costdt

0<t<2m ‘

2T
Area circulo= i $o (zdy — ydz) = i / (COS2 t + sen? t)dt = 7 u.a.
0

Por tanto, drea encerrada = 57 u.a.

Ejemplo 9.16 Aplicar el teorema de Green para calcular fC (:Uzdy + y2d$) siendo
C el tridngulo acotado por las rectas x =0, x+y =1, y = 0.

Solucién. M =y N =22 = oN = 2z, (9M =2y
dx
i aN 8M

. $o (z ( 2dy + y*dx) // (2z — 2y) dxdy =

o 11—z
' // (22 — 2y) dydx = 0
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[V ECUACIONES DIFERENCIALES



TEMA 10

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES

10.1. INTRODUCCION Y DEFINICIONES

Una ecuacién diferencial es la que incluye una o méds derivadas o diferenciales.
Se clasifican por su:

= tipo: ecuaciones ordinarias o en derivadas parciales.
= orden: la derivada de mayor orden que aparece en la ecuacidn.

» grado: el exponente de la maxima potencia de la derivada de mayor orden,
después de haber eliminado en la ecuacion las fracciones y los radicales en la
variable dependiente y sus derivadas.

0? 0
Ejemplo 10.1 G_g + y?2? = 8_32 Ecuacion en derivadas parciales, de sequndo
x
orden y primer grado.
. d3y 2 d%y b 9 . .
Ejemplo 10.2 ( —= | + (—-— | +y° = €*. FEcuacion ordinaria de orden 3 y
dz3 dz?

grado 2.

Estudiaremos sélo las ecuaciones diferenciales ordinarias.

Las ecuaciones diferenciales aparecen de manera natural al modelizar muchos
fenémenos fisicos, quimicos, genéticos, econémicos, etc. Los veremos en las aplica-
ciones que aparecen en los problemas.

Este tema lo dedicaremos a las ecuaciones ordinarias de primer orden y los méto-
dos més usuales que se usan para resolverlas.

10.2. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER
ORDEN

10.2.1. Ecuaciones separables

Una ecuacién de primer orden puede resolverse ficilmente por integracion si se
pueden agrupar por un lado todos los términos que lleven = y por otro los que lleven
Y, en este caso:

f(w)dy + g(z)dz = 0 = / F(y)dy + / o(x)dz = C
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d
Ejemplo 10.3 Resolver la ecuacion (x + 1) % =z (y2 + 1)

d d
Solucion. y __Z dr = / y__ / v dr =
y2+1 x+1 y?+1 r+1

arctany = z — log |z + 1| + C

Ejemplo 10.4 Resolver la ecuacion xz (2y — 3) dx + (332 + 1) dy = 0.

dy x dy x
Sl i6 . - == d = — = d =
oo Ty 3 T 21 / 2% — 3 /x2+1w

—%10g|2y—3|:%log}x2+1}+0’:>x2+1:

2y —3
10.2.2. Ecuaciones exactas. Criterio de exactitud
Una ecuacién que puede escribirse de la forma
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

: .OM ON
se dice que es exacta si — = =37 ya que entonces el primer término de la igualdad

dy

es una diferencial exacta
df = M(z,y)dx + N(z,y)dy
La solucién, entonces, vendra dada por la funcién f = constante.

Ejemplo 10.5 Resolver la ecuacion (x + y)dx + (z 4+ y*) dy = 0.

M
Solucién. M—w+y:>8——1:>M—g:>f—/(w+y)dac—
dy oz
:x2+xy+gl(y)
ON

:xy—l—gy +go(z) = fla,y) = 22 +a:y+
Por tanto, la solucién de la ecuacién diferencial sera:

x2+$y+%y3:C’

10.2.3. Ecuaciones diferenciales lineales

Una ecuacién lineal de primer orden se puede escribir de la forma:

dy

2 Py = QM)

Un método de resolucién consiste en multiplicarla por una funcién u(x) que la
transforme en una ecuacién exacta:

p () % +u(x) P(x)y = p(2) Q(z) = p(x) dy + pu () [P(x)y — Q(z)] dz = 0.
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Para que esta ecuacién sea exacta se debe cumplir:

ON
N = p(x) :>8_M:8_N:> %:,u(:c)
M=p(@) [Py - Q) | 0y 0« %—Aj — 1 (z) Px)
- d’ﬁzgf) = (@) P() = () = exp [ [ P(x)da] .

x

d
Ejemplo 10.6 Resolver la ecuacion d—y +2y=-e"
x

Solucién. p(z) =exp [[ P(z)dz| = exp [[ 2dz] = €** =
dy d

2x 2r _ T 2T\ _ o

e dx—i—?ye e :>d:1:(y€ ) e

:>ye2m:/ezdx:ex+C:>y:e_x+Ce_2x

d
Ejemplo 10.7 Resolver la ecuacion 9% y = /2

dx
ion. W _ Y _1.p
Solucidén. T 9=
K (.CC) = &Xp [f P(.’lf)dw} = €xXp [f _%dlﬂ] = @795/2 =
—x/2 Y 9 —z/2 l a )2 :1
e + 2ye 5 = (ye 5

10.3. TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES

Teorema 37 (de existencia y unicidad de las soluciones) Dada la ecuacion di-
ferencial

dy
%—f(xay)

0
que satisface la condicion inicial y(xo) = yo. Si f(z,y) y 8_f son continuas en una
Y
region R C R? que contiene al punto (xg,10) . Entonces el problema de valor inicial

tiene una solucion dnica en un entorno de xg, x9g — h < x < xg + h.

Este teorema nos dice dos cosas importantes. En primer lugar, si se satisfacen
las hipétesis el teorema asegura que existe la solucién, y en segundo lugar que esa
solucién es Uinica en un entorno de g, aunque no nos dice cémo es de grande este
entorno. Gréficamente lo que nos dice el teorema es que hay una tinica curva que es
solucién de la ecuacién diferencial y que pasa por el punto (xg,yo) -

Ejemplo 10.8 Resolver el problema de valor inicial dado

dy 2
1 _— = :—1
(@+1) = =y" y0)
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1 1
Solucién. @ = dmi/@ :/ dr =
y2  z+1 y? x+1
-1
— =hlz+1{+C=1=C
Y
La solucién es
-1

-1
— =1 1 l==y=——"7-—7—
y nf(@+ I+ Y Injz+1]+1

Gréficamente se obtiene la curva solucién de la ecuacién diferencial que pasa por el
punto (0, —1)

Se pueden dibujar varias soluciones de la ecuacién diferencial, las dadas por y =

Ctn|(z+1)

, para distintos valores de C' :

= 1.5 -1 -0
X
T-25

donde se observa que una de ellas (en rojo) es la obtenida anteriormente. También
se observa que las curvas solucién, para distintos valores de la constante, recubren
todo el plano.

10.4. APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DE PRIMER ORDEN

Las ecuaciones diferenciales aparecen siempre que exista algin tipo de cambio
que se quiere medir. Se estudiardn algunos de los modelos que utilizan ecuaciones
diferenciales de primer orden. En particular veremos que los modelos radiactivos
estdn basados en este tipo de ecuaciones. Estos modelos se usan para determinar
la variacién de las cantidades de los elementos radiactivos a lo largo del tiempo. El
mds espectacular es el que permite medir las edades de los fésiles basdndose en el
Carbono-14. También se estudiardn problemas de crecimiento de poblaciones.

10.4.1. Problemas de mezclas

Para resolver este tipo de problemas, el primer paso consiste en definir correcta-
mente las variables. En general se define:
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x (t) : cantidad de sal que hay en el tanque en un instante t (en unidades de
masa).

Ejemplo 10.9 Considérese un depdsito grande que contiene 1000 litros de agua,
dentro del cual empieza a fluir una solucion salada de salmuera a una velocidad de
6 l/min. La solucion dentro del depdsito se mantiene bien agitada y fluye hacia el
exterior a una velocidad de 5 l/min. Si la concentracion de sal en la salmuera que
entra en el depdsito es de 1 g/l, determinar la concentracion de sal en el tanque en
funcion del tiempo.

Solucién. z (t) : cantidad de sal que hay en el tanque en un instante ¢ (en g).
Al estudiar la variacién de esta variable por unidad de tiempo, se obtiene la

ecuacion que se ha de resolver:

dx z (9)

— =6(/min)1(g/l) —5(/min) —————=

= 60/ min) Lg/1) — 51/ min) e

con la condicién inicial x (0) = 0,

dx S5z dx 5z

=6 = — 4

Tt T @ To00: 07

o 5
—dt = 1 1 t)=(1 t
1000+ 2 exp b log (1000 + ¢t) = (1000 + t)° =
2 (1000 4 t)° = [ 6 (1000 + t)° dt = (1000 4 t)° 4 C =

— C

p(z) =exp [

Para que se cumpla la condicién inicial:
2 (0) =0 = 1000 + 555 = C = —1000° =

10006

z(t) = (1000+t)—m.

Ejemplo 10.10 Se disuelve inicialmente 50 gr de sal en un tanque que contiene 300
litros de agua. Se bombea una solucion salada de salmuera a razon de 8 litros por
minuto, dicha solucion, que se mantiene convenientemente agitada, sale del tanque
a razon de 3 litros por minuto. Si la concentracion de la solucidn que entra es de
2 gr por litro, determinar la cantidad de sal que hay en el tanque en un instante
cualquiera. sCudndo se alcanzard la mdxima concentracion?

Solucién. z (t) : cantidad de sal que hay en el tanque en un instante ¢ (en g).

%% :iSU/nﬁn)Q(g/D-—iSU/Inﬁi);ﬁfé%,conlacondkjéninkjalx(O)::50
dv _o_ B¢ dv 3¢ o
dt 300 _ dt ' 300

3
= —_— = 1
p(z) =exp [ 300dt exp (0,01t) =
zexp (0,01t) = [exp (0,01¢) dt = 100 exp (0,01¢)+C = z (t) = 100+C exp (—0,01¢) .

Para que se cumpla la condicién inicial
z(0) =50=100+C = C = =50 = z (t) = 100 — 50 exp (—0,01¢),

Para que se alacance la concentracién méxima, se considera ¢t — oo = z (t) =
100g.
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Dado que el volumen del tanque son 300 1, la concentracién de sal en el tanque
1
serd c(t) = 3 (g/1).

10.4.2. Problemas de llenado de tanques

Ejercicio 10.1 Un tanque suministra agua a una bomba. El agua entra al tanque
a través de una tuberia de 8 em de didmetro con un flujo constante de 35 litros/s y
sale para alimentar a una bomba por otra tuberia del mismo didmetro. El didmetro
del tanque es de 5 m. A 1 m del fondo del tanque se situa una tuberia empleada de
rebosadero, de 5 cm de didmetro. La velocidad v(m/s) del agua que sale hacia la
bomba varia con el nivel del agua, h(m), en el tanque de acuerdo con la ecuacion
v = 4,505vh. Determinese:

1. sCudnto tiempo se necesitard para que el tanque, inicialmente vacio, alcance
el estado estacionario, es decir, alcance la tuberia que actua de rebosadero?

2. En dicho estado, calcilese la cantidad de agua, en litros/s, que abandona el
tanque por la tuberia que hace de rebosadero.

10.4.3. Desintegracién radiactiva

Se llama vida media a una medida de la estabilidad de una sustancia radiactiva.
La vida media es simplemente el tiempo necesario para que se desintegren la mitad
de los nicleos de una cantidad inicial A,. Cuanto més larga es la vida media de
un elemento tanto mas estable es. Por ejemplo, la vida media del radio (elemento
altamente radiactivo) es de aproximadamente 1700 afos, mientras que el is6topo de
uranio que mds conmumente aparece, el U-238, tiene una vida media de cerca de
4500 millones de anos.

Ejemplo 10.11 Un reactor nuclear transforma el uranio 238, que es relativamente
estable, en el isétopo Plutonio 239. Después de 15 anos se determina que el 0.043 %
de la cantidad inicial A, de plutonio se ha desintegrado. Determinar el periodo de
semidesintegracion de este isdtopo si la velocidad de desintegracidn es proporcional
a la cantidad restante.

Solucién. z (t) : cantidad de plutonio que hay en un instante ¢.

d

—df = —\z, con la condicién inicial z (0) = A,, z (15) = 0,000434, =
d d

== Mt=[—=[-Mdt=logz = —M+c=

|z (t)| = exp (At +¢) = = (t) = Cexp (—At).

Aplicando las condiciones iniciales se obtiene el valor de las constantes:
x(0) = A, =C, x(15) = 0,000434, = A, exp (15)\) = 0,00043 = exp (—15]\)
= —15\ =10g0,00043 = —7.7517 = \ = %g” = 0,516 78 (afios™1).

Por tanto, la constante de desintegracién del plutonio 239 es A = 0,516 78.
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El periodo de semidesintegracién, 7, de un elemento es el tiempo que tarda dicho
elemento en reducir su masa a la mitad. En consecuencia:

x (1) = % =x(7)= % = Ayexp (A7) = exp (—A1) = 5

1 log 2
:>—)\T—log§:>7'— \

Lo que implica que la vida media del plutonio 239 es:

log 2

= m = 1.341 3 anos.

10.4.4. Determinacién de edades por el método del Carbono 14.

Alrededor de 1950, el quimico Willard Libby ideé un método en el cual se usa
carbono radiactivo para determinar la edad de los fésiles. La teoria se basa en que
el isétopo Carbono 14 se produce en la atmdésfera por la accién de la radiacién
c6smica sobre el nitrégeno. El cociente de la cantidad de C-14 y la cantidad de
carbono ordinario (C-12) presentes en la atmosfera es constante y, en consecuencia,
la proporcién de isétopo presente en los organismos vivos es la misma que en la
atmésfera. Cuando un organismo muere, la absorcion del C-14 cesa. Asi, comparando
la proporcién de C-14 que hay en un {ésil con la proporcién constante encontrada
en la atmésfera es posible obtener una estimacién razonable de su edad. El método
se basa en que el periodo de semidesintegraciéon del C-14 es de aproximadamente
5600 anos. Por su trabajo, Libby gané el premio Nobel de Quimica en 1960. El
método de Libby ha sido utilizado para determinar la antigiiedad del mobiliario de
madera hallado en las tumbas egipcias, asi como la de las envolturas de lienzo de los
manuscritos del Mar Muerto.

Ejemplo 10.12 Se ha encontrado que un hueso fosilizado contiene 1/1000 de la
cantidad original de C-14. Determinar la edad del fosil.

Solucién. z (t) : cantidad de carbono 14 que hay en el hueso en un instante t.

Del problema anterior se obtiene:
dx

dt

y sabemos que la constante \ =

= —Az, con la condicién inicial x (0) = A, = z (t) = A, exp (—At)
log 2

= P82 = 1.2378 x 104 afios™.
Por tanto, si z (t) = 0,0014, = A, exp (—1.2378 x 10~%¢) =

0,001 = exp (—1.2378 x 107%)

= —1.2378 x 1074 = log 0,001 = —6.9078 =

6.9078 -
= m = 55807 anos.

10.4.5. Crecimiento de poblaciones

Ejemplo 10.13 Supdngase que un estudiante portador de un virus de gripe regresa
a un campus universitario aislado que tiene 1000 estudiantes. Si se supone que la
rapidez con la que el virus se propaga es proporcional no sélo al nimero x de estu-
diantes contagiados, sino también al nimero de alumnos no contagiados, determinar
el nimero de estudiantes contagiados después de 6 dias, si ademds se observa que
después de 4 dias x(4) = 50.
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Solucién. z (t) : nimero de estudiantes contagiados en un instante ¢ (dias).

d
d—f = kx (1000 — ), con las condiciones iniciales = (0) = 1, = (4) = 50.
dx dx T
— —kdt = | ——— = | kdt L In|l—— | =kt
2 (1000 — z) I3 (1000 — z) J et = o5 10 (z — 1000) ‘ e
x x
In|—| =1 kt —_— = 1000kt) .
=In (@ = 1000) 000 ( +C):>(x—1000) C'exp (1000kt)
Sustituyendo las condiciones iniciales
1 50 1
0)=1 —=C =50 4000k
! 9)99 5(?> o9~ @7 = g 959%9 5_0999 o )
95'0 = exp (4000k) = 4000k = log —=3.9623 =
3.9623
= =9.9058 x 10~*.
4000 %
z

-1
exp (1000 -9.905 8 x 10_4t) = — exp (0,990 58¢).

~ (z—1000) 999 999

Al cabo de seis dias

( ﬁooo) 595 P (0,99058 - 6) = ~0,38164 =
$ p—

= —0,38164 ( — 1000) = 381.64 — 0,381 64z =
z = 381.64 — 0,381 64z = x (6) = 276. 22

Al cabo de seis dias habrd, aproximadamente, 276 estudiantes con gripe. ®

Ejemplo 10.14 La tasa de crecimiento de una poblacion de moscas de la fruta
(también llamadas moscas del Mediterrdaneo) en un instante dado es proporcional al
tamario de la poblacion en dicho instante. Supongamos que se realiza cierto exper-
imento con una poblacion inicial de moscas y se observa su evolucidn. Si hay 180
moscas tras el sequndo dia y 300 después del cuarto, ;cudntas habia originalmente
en la muestra? ;Y al cabo de 10 dias?

Ejercicio 10.2 Al observar el aumento se les restringe la comida a partir del cuarto
dia para que haya una tasa de mortalidad en cada instante proporcional al cuadra-
do de la poblacion en ese instante. ;Cudl seria la nueva ecuacion que modeliza la
evolucion de la poblacion? ;Cudl serd la poblacion al cabo de 10 dias si en el quinto
hay 340 moscas?

Solucién. z (t) : nimero de moscas de la fruta en un instante ¢ (dias).

d
d_StU = kx, con las condiciones iniciales x (2) = 180, x (4) = 300.
De los problemas anteriores sabemos que z (t) = A,exp(kt), siendo Ay el

nimero de moscas que hay inicialmente.
Sustituyendo los datos de este problema se obtiene:

(2) = 180 = Ay exp (2k), = (4) = 300 = A, exp (4k) .

Dividiendo ambas ecuaciones:

A, exp (4k)
0 = A onp (k) ~ O (2 2k) = 1.
190 = 7 oxp (2 P (2K) = exp (2k) = 1666 T =

k= 1log1.666 7 = 0,255 42.
Sustituyendo en una de ellas:

180 = A, exp (2-0,25542) = A, -1.6667 = A, = 0= = 108
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Inicialmente habia 108 moscas de la fruta. Al cabo de diez dias
x (10) = 108 exp (0,25542 - 10) = 1389.

Cuando se les restringe la comida consideramos que es para t = 0, por lo que en
ese momento habrd 300 moscas. La ecuacién de evolucién seré:

dx 9 _ . .

i ax — bz*, que se puede reescribir en términos de una tnica constante:
dx 9

— =z —ax

dt

La condicién inicial es x (0) = 300 y x (1) = 340, ya que el quinto dia serd el
primero con la nueva forma de contar. Se resuelve la ecuacién:
dx dx
— kit [—————— = [dt=Inz—Ind(ax—1) =1t
z (1 —ax) f:L‘(l— ) J ne—Ing (azr—1) e

ax
x
‘:t+c:>
ar — 1

= 1In

i = Cexplt).

Sustituyendo las condiciones iniciales:
300a 340a  300a
300a —1 7 340a—1  300a —1

a=0,0027130, C = —4.3735

expl =

La solucién es:
el ot
t)=C—— =4.
z (1) Ca — Caet 37350,002 7130 + 0,012¢t

Al cabo de diez dias, que sera el sexto en este modelo, el nimero de moscas sera:
6
e
6) =4.3735 = 364. 25.
z(6) 0,0027130 + 0,012¢5

Al restringirles la comida las moscas no crecen tan rapido.

10.5. METODOS NUMERICOS DE RESOLUCION
DE LAS ECUACIONES DE PRIMER ORDEN

A pesar de que los teoremas de existencia y unicidad no nos dicen cémo calcular
las soluciones, existen algunos tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden que
sabemos resolver, a saber, ecuaciones separables, exactas, lineales, homdégeneas, etc.

Aun asi, la mayoria de las ecuaciones diferenciales no se pueden resolver ni explici-
ta ni implicitamente. Por ello, es necesario recurrir a métodos numéricos para obtener
una aproximacién de la solucién de un problema de valor inicial. Aqui analizaremos
el método de Euler.

Supongamos que tenemos el problema de valor inicial

/

y = f(z,y) y(@o) = yo

y queremos obtener una aproximacién en el intervalo [a, b], siendo a = xg.
El método de Euler consiste en tomar las férmulas recursivas

Ty = Ti1+h
i = Yi—1+hf(ri-1,¥i-1)

siendo h = (b — a)/n (tamano de paso), a = xg, b = xp, parai=0,1,...,n. Si ¢(x)
es la solucién al problema de valor inicial anterior, entonces

legb(xl)? 1=0,1,...,n.
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Uniendo los puntos del plano (z;, ;) por medio de una poligonal podemos representar
graficamente la aproximacion a la solucién ¢(z) en el intervalo [a, b].

Este método no es demasiado preciso a menos que se tome el intervalo h muy
pequeno. Métodos mds precisos son los conocidos como métodos de Runge-Kutta.

Ejemplo 10.15 Resuelve la ecuacion diferencial

dy _

dx -y

y dibuja la curva solucion que pasa por el punto y(0) = 1. Utiliza el método de Euler
para calcular de forma aproximada el valor de la solucion en x = 0,5, con tamarno
de paso h = 0,1.

Solucién. f(z,y) = zy, si = 0, entonces y = 1. Se hace una tabla de valores,
aplicando el método de Euler para calcular los puntos:

z0=0=yo =1,

r1=20+h=01=y1 =yo+hf(xo,y0)=1+0,1-(0-1) =1,

Ty = @1+ h =02y = g1 +hf (w1,91) = 1+0,1- (0,1-1) = 101,

w3 =22+ h=03=y3=ys+hf (22,y2) = 1,01 +0,1- (0,2-1,01) = 1.0302,
xg=wx3+h=04=ys=ys+hf(x3,y3) =1.0302+0,1-(0,3-1.0302) = 1.061 1,
x5 =x4+h=05=ys=ys+hf (x4,y4) =1.06114+0,1-(0,4-1.0611) =1.1035.

Se representan estos puntos, uniéndolos mediante trozos de rectas:

1.12

1.1
1.08
1.06
1.04

1.02

Se obtiene una aproximacién de la curva solucién de la ecuacién diferencial que
pasa por el punto (0,1). La curva solucién estd dibujada en verde.
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TEMA 11

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

11.1. DEFINICION. NOTACION MATRICIAL

En este tema, estudiaremos la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales ordi-
narias con coeficientes constantes utilizando métodos provenientes del dlgebra lineal.
Un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden estd en forma normal

cuando se escribe:

LB/I (t) = anﬂ:l(t) + alzxg(t) + (113563(15) + ...+ alnxn(t) + fl (t)
33/2(75) = (Lglﬂjl(t) + a223:2(t) + (123563(75) + ...+ agnxn(t) + fg(t)
() = anr(t) + angwa(t) + anszs(t) + ... + apprn(t) + folt)

se puede escribir vectorialmente como:
#(t) = AZ(t) + f(t)
Por tanto nos interesan las definiciones de derivada e integral de una matriz:

dA (to) = A'(to) = [ai; (to)]

bdt b
LA@mt: Maﬁnﬂ

y sus propiedades:

d dA
1. —(CA)=C=—
7 (CA) dt
d dA dB
2. —(A+B)=—"— 4+ —
dt( * ) dt * dt
d dA dB
. = (AB)= —B+A—
. g AB) =B AG

Como siempre, nos interesan conocer las condiciones que deben cumplirse para
que un sistema de ecuaciones diferenciales tenga solucién:

—

Teorema 38 (existencia y unicidad de soluciones) Si A(t) y f(t) son conti-
nuas en un intervalo abierto I que contiene a ty. Entonces para todo Ty existe una
solucion nica Z(t) definida en todo el intervalo I del problema de valor inicial

() =AZ@t)+ f(t),  Z(to) = &
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Un sistema de n ecuaciones lineales se dice que es homogéneo si f (t) = 0 y
la solucién general vendrd dada por una combinacién lineal de n soluciones lineal-
mente independientes. Si f (t) # 0 la solucién general serd la del sistema homogéneo
m&s una solucién particular; veremos més adelante como encontrar esta solucién
particular en casos sencillos.

Para reconocer si las soluciones son linealmente independientes recurrimos a su
determinante:

Teorema 39 n soluciones son linealmente independientes en I si, y sdlo si, su
wronskiano en no nulo en I, donde el wronskiano se define como

X111 12 ... Tin T15

S o - T21 X22 ... X22 - T2

W (%1, To, ..., Tp| = , donde T;= !
Tnl Tn2 -+ Tpn Tni

Al conjunto de soluciones linealmente independientes {Z7, Zo, ..., } en I se le
conoce como conjunto fundamental de soluciones. Se pueden escribir como columnas
de una matriz que se conoce como matriz fundamental X (t), la solucién general del
sistema de ecuaciones lineales se puede escribir en términos de esta matriz como

C es la matriz de constantes.

11.2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS
CON COEFICIENTES CONSTANTES

Estudiaremos los métodos de resolucién de sistemas cuando los coeficientes a;;
de la matriz A son constantes.

11.2.1. Valores propios reales distintos

Teorema 40 Si una matriz constante A tiene n vectores propios linealmente in-
dependientes {i,Ua, ..., Un} correspondientes a n autovalores reales {ri,ro, ...,y }
entonces un conjunto fundamental de soluciones es

{e”tﬁl, ey, ..., er"tﬁn}

Ejemplo 11.1 Encontrar la solucion general del sistema

#(t) = ( _04 ! )f(t)

Solucién. Valores y vectores propios de A :

AT 02340 =1, 4
0 1—7r

-5 2 x = L (2
r—1:>< 0 0>(y>—0:>—5x+2y—02>u1—<5>
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W [T, 2] = ’ = —5e73t £ 0 en todos los reales.

5¢t 0
La solucién general del sistema sera:

- (2) (1)

Ejemplo 11.2 FEncontrar la solucion general del sistema
FH)y=| -2 1 -2 |Z@®

Solucién. Valores y vectores propios de A :
1—r =2 2
-2 1-7 =2 |=0=-13+324+9r+5=0

= r =15,—1 (doble)

2 -2 2 T
r=—-1=1 -2 2 =2 y | =0=>z—y+2=0/=
2 -2 2 z
1 1
U = 1 :>1_"1:€_t 1
0 0
0 0
iy = 1 :>£L_"2:€_t 1
1 1
—4 -2 2 o R
r=5=| -2 -4 =2 ||y |=0=> """
2 -2 —4 2 AT
1
173— —1 :>f3:65t -1
1
1 0 1
W [7,T2)=e3| 1 1 —1 |=3e3# 0 en todos los reales.
01 1
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La solucién general del sistema sera:

1 0 1
Ft)=Cre | 1 | +Coe?| 1 | +C3e2 | —1
0 1 1

11.2.2. Valores propios complejos

Si una matriz con coeficientes reales tiene un valor propio complejo también
tiene al conjugado como valor propio, es decir, tendrd dos valores propios de la
forma a 4¢3, por lo que se utilizard la férmula de Euler y las soluciones se pueden

escribir como:

elotiB)z — ¢ (cos B + i sen f)
elo=iB)z — 0 (cos Bz — isen fix) .

Los vectores propios asociados también serdn complejo-conjugados de la forma
a % ib, por tanto, las soluciones asociadas a estos valores podran ecribirse como:

Wy = elatiB)t (c_i + zg> = et (cos 5t + isen [3t) <5j + ZE) =
= e [(&' cos Bt — bsen ﬁt) +1 (gcos Bt+d sen ﬁt)}

=

Wy = el@=B)t ((i — zg) = e (cos Bt — isen 3t) <(i - ib)
= e [(&' cos Bt — bsen ﬁt) —1 (Ecos Bt+dsen ﬁt)]

Una combinacién lineal de estas soluciones también es solucién, por lo que elegi-

mos aquellas combinaciones que eliminan la unidad imaginaria:

1 -
7 = 3 (W) 4 o) = ™ [&'cos Bt — bsen 675}
1 -
Ty = % (W) — W) = ™ [6sen Bt + beos ﬁt}
)

Ejemplo 11.3 Encontrar la solucion general del sistema

7= (2 5 )aw

Solucién. Valores y vectores propios de A :

e 2 =0=>r24+4r+4=0=>r=-2+4i
-1 -3-r
. 1—34 2 x " ,
r—2+z:>< 1 _1_i><y>—0:>(1z)x+2y—0
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Las soluciones linealmente independientes serdn:

o ot -1 1

Ty, = e [cost( 1 > —sent<0>]

Ty = e 2 [sent<_1> —i—cost(l)]
1 0

La solucién general del sistema seréd:

Z(t) = Cre2t %Dst<;}> —sent(é)}—%(&e% Fent<;}>-+cost<é>}.

11.2.3. Valores propios con multiplicidad mayor que 1

Si un autovalor con multiplicidad m tiene m vectores propios linealmente inde-
pendientes nos remitimos al primer caso, si tiene menos vectores el estudio a hacer
es diferente.

Nos limitaremos a estudiar valores propios con multiplicidad 2, lo que implica
que se necesitan dos vectores linealmente independientes.

s El primer vector serd aquel que satisface
(A—rD)d; =0 = &) = e,
= Kl segundo vector serd aquel que satisface

(A—T11)2 Uy = 6 = Ty = ert [I+ (A—TlI) t] Us.

Ejemplo 11.4 FEncontrar la solucion general del sistema

7 (t) = Z(t)

S = =
_w O
= o O

Solucién. Valores y vectores propios de A :
1—r 0 0
1 3—-r 0 |=0=r=1(doble),3
0 1 1—r

-2 0 0 x =0 0
r=3= 10 0 y | =0= _2_2_0 = U =
01 -2 2 y - 1
000 T =0 0
r=1=1120 y | =0= == 0
010 p v+2y=0 1
00 0\>/z 9
1 20 y | =0=>z4+2y=0=1u3= 1
01 0 z
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Las soluciones linealmente independientes serdn:

0 0
& = et 2|, = | 0 |,
1 1
-2 0
533 = et [I+ (A—rll) t] ﬁg = et 1 +1 0
0 1
La solucién general del sistema seré:
0 0 -2 0
f(t) = Ce? 2 + Chet 0 + Cset 1 +¢t] O
1 1 0 1

11.3. APLICACIONES DE LOS SISTEMAS LINEALES

Las aplicaciones mds conocidas provienen de las ecuaciones de segundo orden.
En general, una ecuacién diferencial de orden n se puede convertir en un sistema de
n ecuaciones diferenciales lineales.

11.3.1. Resolucion de ecuaciones diferenciales de orden n

Una ecuacion diferencial de orden n

y " (@) + pry "I (E) + o+ pa()y(E) = ()

se puede reescribir en términos de un sistema sin mds que hacer un cambio de

variable:
0 1 0 0
z1(t) = y(t) o 0 0
za(t) = y'(t) A(t)= ]?(t) _ 0
o 0 0 0 1
a:n(t) —Y l(t) —Pn —Pn-1 —Pn-2 ... —P1 g(t)

En particular, una ecuacién diferencial lineal de segundo orden tiene la forma

2
% 4 P(x)% +Q(2)y = F() (11.1)
z1(x) = y(x)
rale) = o/(a)

< ﬂﬁ ) B ( ) -PW > ( Eg ) i ( P )

y utilizar la resolucién de los sistemas lineales de orden dos para encontrar las
soluciones de las ecuaciones lineales de orden dos.

se puede reescribir en términos de un sistema mediante el cambio {

Ecuaciones de segundo orden

Ejercicio 11.1 Resuelve las siguientes ecuaciones pasando las ecuaciones a Sis-
temas de orden dos.

1 129" +22y —20y =0,  Solucién: y(z) = Cie 3% + Coes?,
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2. ' =3y +2y=0, Solucion: y (z) = Cre® + Cae®®

y' +2y —y =0, Solucion: y (z) = Cle(\/i_l)x + Cge_(ﬁﬂ)w
y" — 2y +5y =0, Solucion: y (r) = C1e* sen 2z + Cae” cos 2z
5y" + 6y = 0, Solucion: y (z) = C; cos $1/30z + Cs sen £1/30z

y" — 4y + 20y =0, Solucion: y (z) = C1e?® sen 4x + C2e® cos 4z

N R

y" + 8y = 0. Solucion: y (z) = Cy cos 22z + Cosen 2¢/2x

Ejercicio 11.2 Para cada una de las siguientes ecuaciones, encontrar una solucion
particular que satisfaga las condiciones iniciales dadas:

1. y'+4y' +4y=0, y(0)=1, y'(0)=1
Solucion: y (z) = e 2% (1 + 3z)

Oy=1.

T
2.y —4y +20y =0, y(g):O, y’(g

—nm2x

Solucion: y () = 1e sen 4x

3. 5y —y' +y=0, y(0)=0, ¢ (0)=1
10e%/10 gop Y19z
Solucion: y (z) = ¢ '
V19

11.3.2. Problemas de mezclas

Ejemplo 11.5 Dos tanques, cada uno de ellos con 100 litros de agua, se encuen-
tran interconectados por medio de tubos. El liquido fluye del tanque A al B a razoén
de 30 l/min y hacia fuera del tanque A a razén de 10 l/min. El liquido fluye del
tanque B al A a razén de 20 l/min y hacia fuera del tanque B a razén de 10 I/min,
manteniendo el liquido de cada tanque bien agitado. Una solucion de salmuera con
una concentracion de 0.2 Kg/l fluye desde el exterior hacia el tanque A a razén de
20 l/min. Si inicialmente el tanque B sdlo contiene agua y el A contiene 4 kg de sal,
qué concentracion habrd en cada uno de los tanques al cabo de 10 min?.

Solucién. Para resolver este tipo de problemas, el primer paso consiste en
definir correctamente las variables. En este problema definimos:

x (t) : cantidad de sal que hay en el tanque A en un instante ¢ (en kg).
y (t) : cantidad de sal que hay en el tanque B en un instante ¢t (en kg).

Por lo que, al estudiar las variaciones de estas variables por unidad de tiempo,
se obtiene el sistema que se ha de resolver:

Cclz_f = 20 (1/ min) 0,2 (kg/1) + 20 (I/ min) 5y0((i€ (gl)) -

d —30 (1 /(r:ir)l) ;O(Okz)) —10(l/ Z:I;) 5xo(()k(9l)) (k) -
y i x (kg . Y\Rg { y\"g
30 (U/min) gy =20 (/min) 5y =10 (/min) 5550y
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o2 (42

(5)-(2 3)o-0)
dy _3v 3y = = ) " 0
dt 50 50 at

con las condiciones iniciales: z (0) =4 (kg), y (0) =0 (kg) .
Para resolver el sistema primero se calculan los vectores y valores propios de la
matriz:

-1 2
A= —2% & < 1 ),)\ = —% & (‘i), por lo que las solucién del sistema ho-

-1 2
Zp (t) = Cle_g_é< 1 > + 026_% (i)

- 4
Dado que el término independiente es constante, f = <O> supondremos lineal

mogéneo es:

la solucién particular: ), (t) = @ + bt, con @, b vectores constantes.

dzy (t)

L = b= AGy+ = A(a+5t) + =

b= Ad+ Abt + f =

o " —25 =59\ /4 100
0= — qa= — -1 = — =
da=—famati=— (25 ) (o) = (10 )
Por tanto, la solucién general del sistema es
z(t)\ . s [—1 1 (3 100
<y(t)>—01e 25<1)+026 50<1 { 100
Para que se cumplan las condiciones iniciales se ha de resolver el sistema:
z(0)\ (4 _ -1 2 100
(o) =(o)=a(F)a (D) ()

8
De donde se obtiene: C7 = = Cy = - Por tanto:

(v ) -## () -wen (1)« (30)

Al cabo de 10 minutos el tanque A tendra:

2 (10) = —32¢75 — 8,75 1100 = 30.51 kg de sal,

v el B tendré:

y(10) = 5875 4 8¢5 1100 = 9.0183 kg de sal.

@ Pura Vindel - ISBN: 978-84-692-3983-4 121 Fundamentos matematicos de la ingenieria - UJI



APENDICES

@ Pura Vindel - ISBN: 978-84-692-3983-4 122 Fundamentos matematicos de la ingenieria - UJI



Apéndice A

PRIMITIVAS INMEDIATAS

n+1
1. /x”dx = = M +C
n+1
1 (x)
2. /—dw—ln|x!+0:>/ dx:1n|u(a:)|+0
T u(z)
3. /e”dw—e —|—C':>/ @y = ) 4 ¢
4. /a”’dx——+0:>/ = +C,a>0
Ina lna
5. /cos xdx =senx + C = / ) cosu(x)dx = senu(zx) + C
6. /sen zdr = —cosz + C = / ysenu(x)dr = — cosu(z) + C
7. dx—tanm+C’:>/ (z) dxr = tanu(x) + C
cos? x cos? u(x)
8. / da:——cotw+C:>/—xdm:—cotu(w)—i-C
sen? sen? u(x)
9. / n T :c—secx+C’:>/ Senu(m)d:r:secu(m)—i-(]
cos? x cos? u(z)
10. / ik da:——csc:c+C:>/ Cosu(x)da::—cscu(a:)—i-C
sen? x sen? u(x)
11. /cosh xdx = senhz + C = / x) coshu(z)dr = senhu(x) + C
12. /senh xzdr = coshz + C = / x) senh u(z)dx = coshu(x) + C
13. / dx =tanhz + C = /27d$ = tanhu(z) + C
co cosh® u(x)
14. / m—coth:n+C’:> /—dac:cothu(:v)+0
senh senh” u(x)
h
15. / senhQa: dx = —sechz + C = / Lu()d:p = —sechu(z) + C
cosh” cosh? u(x)
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h h
16. / o8 256’ dx = —cschz + C = /de = —cschu(z) + C
senh” x senh? u( )

17. ————dz = arcsenx + C = / dx = arcsenu(z) + C
/ V1—22 /1 z)
-1 —u'(x)
18. —d:czarccosx—l—C:/ dx = arccosu(z) + C
— ()

1~ [u(2)]*

/
19. / ! sdr = arctanz + C' = /%dm = arctanu(z) + C
1+z 1+ [u(x)]

—-1 —u'(x)
20. sdr = arccotz + C = | ————dx = arccotu(z) + C
1+ 1+ [u(x)]

1 v (z)
21. /—d:l? = arcsecz + C = / dx = arcsecu(x) + C
oVt u(@)y/fule))” - 1
22 /idw = arccscx + C = / (@) dx = arccscu(x) + C
mat =l u(@)y/[u@)* ~ 1
1
_ /2 _
23. mda:—ln‘x—i- x —i—l’—i—C—argsenhx—i-C:
!/
/ﬁdx =In ‘u(:v) + v/ [u(z)]? + 1‘ + C = argsenhu(z) + C
V[u@)]? +1
24. \/_dx—ln‘x:t\/ }+C—argcosha:+0:
/ dmzln‘u(w)i\/[u(m)]Q—l‘ + C = argcoshu(z) + C
1 1 + _u(z) 1. |1+ u(x)
) = ==1 C=
25 /l—xde o= / [u(z))? 2 n’l—u(m) "
= argtanhu(z) + C
VI = 2
26. x%\/__ﬁdzn =In % + C = argsechx + C' =
/ _ 2
/ u(z) dx =In 1~ lu(@)] + C = argsechu(z) + C
u(@)/1 - [u(a)P u()
\/ 2
27. /ﬁdw In M# + C = argcescher + C =

N 14+ /1 + [u(z)]?

+ C = argcschu(x) + C
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Apéndice B

CONICAS

B.1. INTRODUCCION HISTORICA

El matemético griego Menecmo (350 a.c.) descubri6 estas curvas. Fue el matemati-
co griego Apolonio (262-190 a.c.) de Perga (antigua ciudad del Asia Menor) el
primero en estudiar detalladamente las curvas cénicas y encontrar la propiedad plana
que las definia. Apolonio descubrié que las cénicas se podian clasificar en tres tipos
a los que dio el nombre de: elipses, hipérbolas y pardbolas.

Las elipses son las curvas que se obtiene cortando una superficie cénica con un
plano que no es paralelo a ninguna de sus generatrices.

Las hipérbolas son las curvas que se obtiene al cortar una superficie cénica con
un plano que es paralelo a dos de sus generatrices (base y arista).

Las pardbolas son las curvas que se obtienen al cortar una superficie cénica con
un plano paralelo a una sola generatriz (arista).

Apolonio demostré que las curvas cénicas tienen muchas propiedades intere-
santes. Algunas de esas propiedades son las que se utilizan actualmente para definir-
las. Quizés las propiedades més interesantes y itiles que descubrié Apolonio de las
cénicas son las llamadas propiedades de reflexién. Si se construyen espejos con la
forma de una curva cénica que gira alrededor de su eje, se obtienen los llamados
espejos elipticos, parabdlicos o hiperbdlicos, segin la curva que gira.

Apolonio demostré que si se coloca una fuente de luz en el foco de un espejo
eliptico, entonces la luz reflejada en el espejo se concentra en el otro foco. Si se
recibe luz de una fuente lejana con un espejo parabdlico de manera que los rayos
incidentes son paralelos al eje del espejo, entonces la luz reflejada por el espejo se
concentra en el foco. Esta propiedad permite encender un papel si se coloca en el foco
de un espejo parabdlico y el eje del espejo se apunta hacia el Sol. Existe la leyenda de
que Arquimedes (287-212 a.c.) logré incendiar las naves romanas durante la defensa
de Siracusa usando las propiedades de los espejos parabdlicos. En la actualidad esta
propiedad se utiliza para los radares, las antenas de televisién y espejos solares.
Andlogamente, la propiedad que nos dice que un rayo que parte del foco se refleja
paralelamente al eje. sirve para que los faros de los automdviles concentren el haz
en la direccién de la carretera o para estufas. En el caso de los espejos hiperbdlicos,
la luz proveniente de uno de los focos se refleja como si viniera del otro foco, esta
propiedad se utiliza en los grandes estadios para conseguir una superficie mayor
iluminada.

En el siglo X VT el filésofo y matematico René Descartes (1596-1650) desarrollé
un método para relacionar las curvas con ecuaciones. Este método es la llamada
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Geometria Analitica. En la Geometria Analitica las curvas cénicas se pueden rep-
resentar por ecuaciones de segundo grado en las variables x e y. El resultado mas
sorprendente de la Geometria Analitica es que todas las ecuaciones de segundo grado
en dos variables representan secciones cénicas; este resultado se lo debemos a Jan de
Witt (1629-1672). Sin lugar a dudas las cénicas son las curvas mds importantes que
la geometria ofrece a la fisica. Por ejemplo, las propiedades de reflexién son de gran
utilidad en la 6ptica. Pero sin duda lo que las hace mé4s importantes en la fisica es
el hecho de que las érbitas de los planetas alrededor del sol sean elipses y que, més
atn, la trayectoria de cualquier cuerpo sometido a una fuerza gravitatoria es una
curva cénica. El astrénomo aleman Johannes Kepler (1570-1630) descubrié que las
orbitas de los planetas alrededor del sol son elipses que tienen al sol como uno de
sus focos en el caso de la tierra la excentricidad es 0.017 y los demds planetas varfan
desde 0.004 de Neptuno a 0.250 de Plutén. Maés tarde, el célebre matematico y fisico
inglés Isaac Newton (1642-1727) demostré que la érbita de un cuerpo alrededor de
una fuerza de tipo gravitatorio es siempre una curva cénica.

B.2. CONICAS: CARACTERIZACION Y ECUACIONES

Veremos las ecuaciones y aplicaciones de las cénicas, denominadas en muchas
ocasiones como secciones cénicas ya que, como se ha dicho, se obtienen al cortar un
cono por distintos planos.

Definicién 39 Una pardbola es el conjunto de puntos que equidistan de un punto
dado F (foco) y una recta dada L (directriz), es decir, un punto P pertenece a la
pardbola si

d(P,F)=d(P,L)

y dependiendo de donde estén situados F' y L la ecuacion de la pardbola serd:

y? = 4cx, F(c,0), L:x
2?2 = 4dzy, F(0,c), L:y = —c;

El punto medio del foco y la directriz se conoce como vértice de la pardbola, las
parébolas anteriores tenian su vértice en (0,0). |¢| = distancia entre el vértice y el
foco (o la directriz). Si el vértice estd en el punto V' (v, v2) pero el eje de la pardbola
es paralelo a uno de los ejes coordenados, las ecuaciones de la pardbola son:

(y — 02)2 = 4de(z —v1)
(x —wv1)” =4z (y — v2).
Observamos que una parabola es el lugar geométrico de los puntos del plano que
satisfacen
d (P, F)

aPr

lo que nos permite introducir la definicién general de las cénicas.
Definicién 40 Sean F, L y e un punto, una linea que no contiene a P y nimero

real positivo, respectivamente. La cdnica con foco F, directriz L y excentricidad e
es el conjunto de puntos P tales que

d(P,F)

1P.I) =e (B.1)
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Se llama elipse si e < 1, pardbola si e = 1 e hipérbola si e > 1. La linea que pasa
por el foco y es perpendicular a la directriz es el eje de la cénica. Los puntos de la
conica que estdn sobre el eje se conocen como vértices.

La parabola tiene un sélo vértice pero la elipse y la hipérbola tienen dos, el punto
medio entre ambos se conoce como centro de la cénica.

Si consideramos que el centro de las cénicas es (0,0), los vértices estdn situados
en (—a,0) y (a,0), el foco estd en F (c,0) y la directriz es la recta z = d (d > 0) la
ecuacion anterior aplicada a los vértices permite obtener las ecuaciones

a—c = e(d—a)
at+c = e(d+a)
de donde se deduce, sumando y restando, respectivamente, que

= d, distancia del centro a la directriz,

= e, excentricidad.

Qoo |

Escribiendo las ecuacién (B.1) en términos de las coordenadas de los puntos se
obtienen las ecuaciones ya conocidas. Por ejemplo, la ecuacién de una elipse centrada
en (c1,c2) v eje paralelo a los ejes coordenados se puede escribir como

(95—01)2 (9—62)2 —1 (y—02)2 ($—01)2
a2 + b2 o a2 + b2
dependiendo si el eje es horizontal o vertical. Igualmente, una hipérbola centrada en
(c1,¢2) y eje paralelo a los ejes coordenados se puede escribir como

=1

(95—01)2 (y—C2)2 -1 (y—02)2 (95—01)2
a? B b2 - a? B b2

dependiendo si el eje es horizontal o vertical.

=1

Ejercicio B.1 Estudiar y dibujar la elipse:
422 +9y* —8x — 32 =10
Ejercicio B.2 Encontrar la ecuacion de la elipse con vértices (—1,0) y (—1,4) y

3
excentricidad S

Ejercicio B.3 FEstudiar y dibujar la hipérbola:
1622 — 9y? — 32z — —5dy — 209 = 0

Ejercicio B.4 FEstudiar la grifica de la hipérbola

3

"= 1+ 2cos@

En resumen, las curvas de segundo grado definidas por ecuaciones de la forma
az? +bzy+ ey +dr+ey+f=0

corresponden a cénicas. Si los ejes de éstas son paralelos a los ejes coordenados, su
ecuacién corresponde a B = 0,

ar’ + ey +de+ey+ f=0

con a, ¢ no nulos simultaneamente. Dependiendo de los valores de A y C se obtiene:
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= una elipse si ac > 0, si a = ¢ se obtiene una circunferencia.
= una pardbola si ac = 0,

= una hipérbola si ac < 0.

B.2.1. Clasificacién general de la cénicas

En el plano euclideo se llama cénica al lugar geométrico de los puntos cuyas
coordenadas respecto de un sistema de referencia cartesiano, verifian una ecuacién
del tipo:

anxf + 2a10x129 + CLQQ.'L'% + 2byx1 + 2bsxe +c =0

Por lo que, recurriendo a la notacién matricial, se puede reescribir la ecuacién ante-

rior como
XTMX =0

1
¢ | BT
X = ;71 , M= <?’T> , B= (bz)7 A= (aij>
2

La matriz M se conoce como matriz de la conica, la matriz A se llama matriz de los
términos cuadrdticos. Dos cénicas son iguales si y sélo si sus matrices (en el mismo
sistema de referencia) son proporcionales.

Se dice que la cénica es ordinaria si su matriz es regular, si la matriz es singular
se dice que es degenerada. La tabla siguiente nos da la clasificacién general de las
conicas:

donde

Tipo de cénica
Is >0 | I1I3 < 0 elipse real

‘ | b >0 | I1I3 > 0 elipse imaginaria |
| Is# 0 [ I3 <0 [ hipérbola |

‘ | Irb=0 | pardbola |

Ir >0 | un punto |

| |
‘ I3=0 | Ip <0 | dos rectas secantes |
| |

Ib=0 | dos rectas paralelas |

donde I3 =det M, Is =det A, I = trA = a11 + aqo.
En el dibujo siguiente se pueden ver los distintos tipos de cénicas:

5

-2 -1 1

) \
-2
-3 o

Pardbola y = 1— 422 Hipérbola —2x2 + 12 = 1

Uy
/

~
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-0.5 0.5

Circunferencia 332 + 2 — 1 Elipse 4352 + 2 — 1
Y Yy

En el plano euclideo siempre existe un sistema de referencia respecto del cual
las ecuaciones de las cénicas se pueden escribir de forma reducida, es aquel sistema
donde el eje de simetria de las cénicas coinciden con los ejes de coordenadas, en este
sistema las ecuaciones de las cénicas se escriben:

Ecuacién reducida Tipos de cénicas
Elipses e hipérbolas

det M 0 (referidas a sus ejes)

det A y pares de rectas concurrentes
(referidas a sus bisectrices).
A =0 det M #0 | y> =2pz, p= Fﬂ Zjaer?:ij(e)lzsi I;Ersljiiﬁgselrllte

Mo #0 ’ %

en el vértice (eje y).
A1=0

Ao £0

A1, A2 # 0 Mz + Aoy? +

det M =0 v =k Pares de rectas paralelas.

Vedmos como obtener esta ecuacién reducida a partir de la ecuacién general.

B.3. APLICACIONES AFINES Y MOVIMIENTOS RiGIDOS

Sean A y A’ dos espacios afines sobre los espacios vectoriales V' y V’. Una apli-
cacion
f:A— A
se dice que es afin si existe un punto O de A de forma que la correspondencia
— —_—
f(0X) = £(0) F (X)
es una aplicacién lineal.
Proposicién 1 Si f es una aplicacion afin, para todo par de puntos de A se verifica

7 (PQ) =7 (P) 1 (@)

Dados dos espacios afines a y A’ de dimensién finita, con sistemas de referencia
R={0,B} y R'={0',B'}, una aplicacién afin estd completamente determianda
conociendo la imagen del origen f (O) y la aplicacién lineal asociada f; es decir:

f(X)=£(0)+f (OX)
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Si se conocen las coordenadas de f(O) = (ap1, ..., a0m) y la matriz asociada a
[ en las bases B,B" (aij),,.,, ¥ se denotan por (z1,...,2,) las coordenadas de un
punto X € A en el sistema de referencia R y por (yi,...,ym) las de f(X) en el
sistema de referencia R/, se tiene

Y1 ao1 a1l a2 ... Qin r1

Y2 ap2 Z2
= +

Ym aom aml Am2 ... (mn Tn

la expresién matricial de una aplicacién afin, que también se escribe

1 1 0o .. 0 1
Y1 _ apr  aii Ain r1
Ym aom Aml -~ Gmn T

Los movimientos rigidos son aquellos que conservan las distancias entre los pun-
tos.

Proposicién 2 Una aplicacion afin es un movimiento rigido si y sdlo si f es una
isometria (conserva la norma de los vectores).

Proposicién 3 En un espacio afin euclideo de dimension finita todo movimiento
rigido se puede describir como la composicion de un movimiento que deja fijo el
origen y una traslacion.

Nosotros consideraremos sélo los giros (que dejan fijo el origen) y las traslaciones.

B.3.1. Obtencién de la ecuacion reducida de una cénica
La ecuacién general de la cénica
a112% + agey? + 2a122y + 20017 + 2a02y + ago = 0

se puede escribir de forma matricial como

X'AX +BX +ag=0, A= < a1 a1z > B=(2a01 2ap ), X = ( v )
a2 G22 Y
Se dice que ésta es una ecuacién reducida si:
» A es diagonal.

= Si 0 no es un valor propio de A entonces B = 0, o bien

Si 0 es un valor propio de A, entonces agy = 0 0 agz = 0.
Veamos cémo obtener la ecuacién de una cénica a partir de la ecuacién general:

= A diagonal:

Como A es simétrica entonces es diagonalizable por semejanza, es decir, existen
D diagonal y P ortogonal (que se puede elegir de forma que det P = 1) tales
que P!AP = D, entonces, la expresién

X =PX/, X' =P'X

representa una rotacién en el plano afin euclideo que deja fijo el origen. Susti-
tuyendo en la ecuacién de la cénica

X"DX'"+ BPX' 4+ agy =0
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s Eliminacién de los términos lineales:

Para ello utilizaremos el método de completar cuadrados: a®+2ab = (a + b)2 —
b2. Por lo que mediante la sustitucién

¥ = z+b
Yy = y+b
quedan eliminados los términos de grado uno. Ademds, como la matriz de
cambio de base es la identidad, esto puede interpretarse como una traslacién.

En el caso de que uno de los valores propios de a fuese el 0 entonces se utiliza la
completacion del cuadrado sélo con una de las variables. Después se puede modificar
la otra variable para obtener un término independiente nulo.

Podemos pasar asi de una ecuacién cualquiera a la ecuacién reducida mediante
la composicién de dos movimientos rigidos: una rotacién y una traslacién. También
es un cambio entre sistemas de referencia rectangulares y por tanto las propiedades
geométricas de la cénica no varfan, sélo su ecuacién. Si la rotacién tiene de ecuacién
X = PX' con P una matriz de paso ortogonal y la traslacién viene dada por
X" = C + IX', entonces el movimiento rigido que resulta al componerlas es

X"=C+ P'X, det P =1
Ejercicio B.5 FEncontrar la ecuacion reducida de la conica:
z? — 6zy — Ty? + 10z + 2y +9 = 0.
Ejercicio B.6 FEncontrar la ecuacion reducida de la conica:

922 + 12zy + 4y* — 52 = 0.

B.3.2. Célculo de los elementos geométricos de una cénica

Una vez obtenida la ecuacién reducida de la cénica en el sistema de referencia
R’, el origen de este sistema coincida con el centro de la cénica (elipse o hipérbola) o
el vértice (pardbola) y los ejes coinciden con los ejes de la cénica (élipse o hipérbola)
o con el eje y la tangente en el vértice (pardbola). Puesto que las coordenadas de O’
respecto de R’ son (0,0), el centro (o vértice) tendra por coordenadas la solucién
de la ecuacién

0=C+P'X

Para calcular los ejes recordamos que la nueva base estd formada por los vectores
propios de la matriz A y por tanto estos vectores son los vectores directores de los
ejes de la cénica. En el caso de la pardbola, el vector propio asociado a A = 0 nos da
la direccién del eje y el otro vector propio porporciona la direccién de la tangente
en el vértice. De forma andloga se pueden obtener los focos, asintotas, etc.

Ejercicio B.7 Encontrar la ecuacion reducida de la conica:
—2xy —2x+6y+5=0.

determinando los focos, centro, asintotas, etc.
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B.3.3. Invariantes y ecuacién reducida

Los valores de I, Is e I3 son invariantes para los movimientos rigidos, por lo que
han de coincidir en la ecuacién de partida y en la ecuacién reducida. Por ejemplo,
si Is # 0, la cénica tendra una ecuacién del tipo

ar’ + by’ 4+c=0

cuya matriz asociada es

c 0 O
0 a O
0 0 b

I
de donde se obtiene que I3 = abc, Is =abe I1 = a+ by por tanto ¢ = 1—3, mientras
2

que a y b se pueden obtener de la ecuacién caracteristica A2 — I1 A 4+ I = 0.
Para la parsgbola, la ecuacién reducida de la forma y? = 2pz permite obtener el
I3

coeficiente p = —I—i,).
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